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بدت الرياضات في أوائل هذا القرن انقلاباً جذرياً فى واحد Q^‏ 
أقدم فروعبا ألا وهو ge. je‏ أواخر القرن التاسع عشر 
اعتبر الجبر de‏ الحساب الرمزي : ففي حين تعمل الحساب الأعداد المألوفة» 
يستخدم عل To aL‏ تدل على الأعداد . لكن الرياضين ماليثوا 
أن لاحظوا oU‏ بعض العلاقات الي تود فما هده الرموز » والي كانت 
صحيعة عند استبدال الرموز بالاعداد » تقي صححة عند استبدال 
د آشاء » آخری پذه الرموز » مثل الأشعة ( التحبات ) والتوابسم 
والمصفوفات وغيرها . وهکذا حول اطبر من je‏ يقتصر على دراسة 
الدساتیر وتتمية الهادات طخل مسائل من أنماط متقاربة» إلى على هدفه دراسة 
العملنات الخيرية على محوعات عناصرها ذات طبعة بحردة عامة . ولمدا 
السبب يفضل أكثر الباحثين تسمية ه ذا اير « جيرا بحرداً » 2 م 
يسمه بعضهم e Lle Tyo r‏ أو « سيراً حديئاً » ؛ إلا أننا سنتيسك 
امم « الجبر المجرد » ١‏ نبب الذي أوردناه . 


۳ 





ويرجع الفضل للعلامة الالمافي فان در فاردن dJ! Van der Vaerden‏ 

كان آول من عر*ف العاملن‌ني حقل الرباضات علی الأفکار والنتانج والطرائق 
الرئسية لهذا الير « الجديد » » ودلك في كتابه ذائع الصيت « الخير 
الحديث » والذينشره في أوائل العقد ا'رابع من هذا القرن . 

وقد كان لتطور ال بر اجرد أثر بعد في تطوير فروع أخرى من 
الرياضات » ونخص ما بالذ كر التوبولوجا والتحلل التابعي . وأڪثر 
من ذلك » فإن الاهتام المطرد بهذا الخبر في الآونة الأخيرة أدى إلى 
اكتشاف صلات جديدة بين المبر اجرد والفروع العلمية الأخرى » خاصة 
الفيزياء والکماء . 

وهذا الكتاب من ساسلة و الرياضات المعاصرة » محاولة لتعريف 
القارىء العرني على بعض النواحي التي نعتبرها أساسة في الجبر المجر- . 
.وقد بذلنا قصارى جبدنا لتسير إدراك هذا العل الجديد » وذلك بتسيط 
آساوب العرض » ویابراد العدید من الامثلة والتارين الحلولة . ونحن نعتقد 
بانه ما آن یالف الطالب هذا الوضوع » حتى بوخذ محماله الداخلي » و بعحب 
من بری نی ابر انحرد مادة معقدة . 

ol je Uo e ad‏ ستشد من هذا الکتاب کل راغب بالاطلاع على 
امبر الجرد بشيء من التعمق » فلم نجعله مقتصرأ على مهاج سنة جامعية معينة » 
فبو بغطي حاجة طالب السنة الجامعية الأولى في العلوم الرياضية والعلوم 
الفيزبائية أو الهندسية » يا بلي رغبة من بريد التعرف على هذا العلم 
من لم يتبسر لهم الإطلاع عليه خلال دراستهم الجامعية . 


ولقد أشرنا إلى بعض ينود هذا الكتاب الى قد تتحاوز حاحة uan)‏ 


وه 





قرائه ب و » قاصدين بذلك تركبا في القراءة الأولى والعودة إليها 
بعد أن ب القارىء بأسس هذا العلل ويعتاد مفاهيمه ومصطلحاته . 

بقسم الكتاب إلى قسمين أساسيين : البنى الجيرية الرئيسة » ومبادىء 
ابر الطي . فني القسم الأول تعالج العمليات الجيرية ( قوانين 
التشكبل ) بشيء من التفصل » کا تدرس محموعةالاعداد الطيعبة و موعة الأعداد 
الصححة والزمرة واطلقة والقل . آما القسم الثاني فبدرس الملامح الرئدسة 
لنظريي الفراغ الشعاعي والتطبقات اطة من فراغ سعاعي إلى آخر . 
وعلنا أن نعترف saal lip‏ أنه كان من المفضل اتام دراسة احموعات 
العددية بالتفصيل حتى نصل إلى مموعة الأعداد القبقة »> الا آننا اضطررن 
للعزوف عن ذلك اسبين : أولها نفرضه Li‏ يديم الكتاب » وثانها 
عدم رغبتنا في اخروج عن الاطار العام لاحبر yA‏ ء ذلك آن العالة 
التامة لمجموعة الأعداد المقيقية تضطرنا للتعرض لبعض مفاهيم عم 
التوبولوجيا . 

وتحدر بنا الإارة إلى يعض المصطلحات الترقيمية المستعملة في الكتاب . 





فان ورود ] Y—o‏ [ مثلا Ó‏ سای إحدى ال يعني أنه يحب الرجوع 
إلى البند اخامی من الفصل الثاني » آي أن الرم aJ de da arl‏ € 
والرغ الایسر يدل على الفصل . كذلك فإن ارقم الروماني 1 يدل على 
53 » الأول o^‏ الراضضات المعاصرة ٠‏ هدا » وبغمة م_أعدة TX‏ عمله 
الرجوع إلى المصادر الأجنبة » آوردن في القسم الأخير من الكتاب قائمة 
بالمصطلحات العربية الواردة مع مقابل كل هنا باللغتين الانجليزية والفرنسية . 


JM T je of الرياضة العربية » التي تفتقر الى كتب في اير » آن‎ CK 


الصمود أمام التحديات الي تتعرص لها أمتنا في ه ذا الظرف الدقق . 


ون بمقدورنا 
al g.‏ من وراه القصد ۱ 


d o‏ ۲۰ رجب ۱۳۰۱ المؤ لفوت 
yayi JAI ۰‏ 








الف بز الأول 
MOTA 4 c Lu‏ 
مقدمة : 


درسنا في عم الحساب العمليات العددية الأساسية » وأبرززها حمليتا 
الجع وضرب . في كل من هاتين العمليتين يقابل كل" زوج من الأعداد 
عدد آخر : حاصل جمعبما ( أو صجموعها ) في حالة المع » وحاصل 
ضريها ( أو جداؤها ) في حالة الضرب . وسندرس في هذا الفصل نطاً 
أعم »s‏ العملیات على Tta e‏ ( لدست أعدادآ بالضرورة ) € 
يحسث تشكل العمليات السابة الألوفة حالة خاصة من ه_ذه العملنات 
لرياضية التي يطلق عليها اسم العمليات الجبرية أو قوانين التشككيل . والعمليا 
à x!‏ نوعان . العملات الداخلية ( قوانن التشکل الداغلة ) » 
والعملیات ااورحمة ( قوانن التشكيل الخارجية ) . وأهم العملات الداخلة 
هي العمليات الثنائية '**' » ولا كانت العمليات الثنائية هي العمليات 


)*( بو حدفي آخر الكتاب حدول يبورد المصطلحات باللغتين الا نحلهزية والفر فسمة 
والتي نشكل المصطلحات العربية الواردة في هذا الكتاب ترجة لها . 

(**) تستخدم الغالبية العظمى من المؤلفين الإنجليز وااروس مصطلح « العمليات 
النائية » » Ka‏ يقتصر جل المولفين القرنسيين على استعمال مصطاح « قوانين التشكيل 
الداخلىة» . هذا ويندر ورود مصطلح و« قوانن التشکل اخارحد > ف الو لفات 
ES nu uui Up Uu‏ 
هذه الا مية لأسباب ا ل ل ba Byl‏ . 


"m rs 


الداخلة الرئبة اتي بتناوفما علم ابر بالدری » فان جميع اخصائبي علم 
البر بعنون بالعملات الداغلة ( آي بقوانن التشکل الداغلة ) العملات 
ic‏ منبأ دون غبرها 7 


العمليات الداخلية ( قوانين التشكيل الداخلية ) : 


) تعريف : نعرف العملية الداخلية ( أو قانون التشكيل الداخلي‎ ١ ١ 
تمكننا من مقابة كل زوج مرتب من عناصر‎ rasa b cS على موعة‎ 
بعنصر وحد من المجموعة 58 نفسها. واختصاراً نقول إن العملة الداخلية‎ 5 
. 5 على المجمرعة 5 هي تطبيق ل5<< 5 في‎ 

لنرمز ب ه العدلة الثنائة على 58 . لا كان ه تابعاً بالتعريف » فان 
العنصرمن 5 الذي يقابل الزوج المرتب or (a, b)‏ 5 بر 5 هو ( (,د) )۵ . 
ولكن جرت العادة على استمال الرمز هج عرضاً عن ((2,5))ه . 
سمى العنصر طخ من 8 ناتج ه علی ,2 » آو a,b gb [las‏ 
إذا ل يكن ثمّة تحال للالتباس ) La a,b ol au‏ عتلفين بالضرورة ) ؛ 
ما تسمى ‏ المركبة الأولى ( أو الحد الأول ) و ط المر i —Ji$‏ 
ز أو اد الثاني ) . 

وعلى سسل الثال » خفي حالة عملية المع العروفة » نرمز عادة ای 
العملة ب + » ونکتب ناتج جمع Ju a+b JCI a,b gpa‏ 
من ((ظ,ه) ) + . وفي جالة حملية الضرب المعروفة » ترمز إلى العملية 
ب . » ونکتب pU‏ ضرب a,b gpa‏ الشکل ab sl ) a.b‏ ( 
بدلا من ((2.56)).. ولا حكنا بصدد تعمم لعمليتي المع والضرب 





: ممل‎ eu & نستعمل رموزاً‎ Ub c oL 
àTb , a|jb , aL b , و تال وه‎ aab و‎ avb , 
a[Jb , aub , ... 
. وتجدر بنا الإسَارة إلى أنه قد نرمز إلى العملية الثنائية ب + أو‎ 
. أو الضرب الألوفتن في عل الحساب‎ et! Q^ d ge o os 
.€ b jao’ ونقرأه‎ a,b ġab! جموع‎ 2+٠ ونسمي عندئذ الناقج‎ 
Js « baa كذلك نمي الناتع <.> ( أو 6خ ) جداء العاملين‎ 
.€b صرب‎ 2 


: 20d 


؟ ١‏ إن كلا من علبي المع والضرب العروتن ف عم احساب 
ملة داخلة على موعة الأعداد N ad‏ . آما الطرح فلس كذلك » 
إذ لو كان الطرح مملية داخلة على × لكان من الضروري أن بكون 
حاصل طرح اي عنصرین من ۸ عنصرا من ۷ ایضاً . ولكن هذا غير 
ge‏ » فلو أخ ذفن العنصرين ۸ 9 , و حث > 2 فان a-beN‏ . 
كذلك فان القسمة اسابة العروفة لست هلة داخلة علی (TIU) N‏ 

oO ۱ -۳‏ (ظ)۳ موعة آجزاء انحموعة E‏ . ات العملة ه 
المعرفة على (2)8 ١١‏ (ع) ط بالقاعدة : 

AoB—AUB 


هي مله داخلة على ۴)٤(‏ » ذلك أنه يقابل كل زوج (۸,8) من ٠‏ 


- ٩ - 


P(E) gears pas P(E) X P(E)‏ هو اجتاع الجموعتين المزئتين 
AUB sÍ A,B‏ . 

كذلك فان العملة و العرفة بالقاعدة ۸8 ظ ه ۵ هي ile» ils‏ 
على P(Œ)‏ ( لادا ؟ ) . 

ا ۱ JAY‏ امع العروف في عم d Usl ilé olè!‏ 
انحموعة (3 , 2 ,0,1)- 5 . فى dia o) CERE‏ اي عنصرین من 5 
عنصر آ من 5 , مثلا : 5 3-4۶ +1 . 

کدلك فان الضرب علی 5 لا یشکل ملية داخلية علی 5 ( تاذ ؟ ) . 

ه - ١‏ من الممكن تل العملية الداخلة على جموعة منتهة بجدول 
سمى جدول العملة dU uo des.‏ فإن الجدول )١(‏ الذى يعرف 


* 


P q t 2 
P E 9 ۳ q 
q p q 2 > 
r S p q r 
S q r S P 


حدول )١(‏ 
جملةداخلة + على المجموعة و , + , و , م )- 8 “نترجم على النحو التالي : يقابل 
کل" o^ (x,y) 2 ci‏ 2221 العنصر” الواقع عند تقاطع السطر 
A!‏ من x‏ بالعمو د pt‏ من ر . وع ھا فان ۱ 
r*Q(q-p ; s*q-r‏ 


-= ĵo ل‎ 








ا 
qer-—-r ; 0 #* 5 < 5‏ 
٩ - ٦‏ ان zie‏ الضرب الخارجي الشعاعي ( والتي برمز ها المؤلفون 
ب ۸ أو ا ) المعرفة على جموعة الاسعة الطلقة ۷ في الفراغ ial!‏ 
دي YS sla Y!‏ وفة اا 
هذه العملية . أما الغرب الداخلى أو العددي للأسْعة و المحرف على V‏ 
فلا يشكل عملة داخلة ( لاذا ؟ ) . 


ملاحظطات : 


١ - ١‏ يعبر أحياناً عن کون ه ملة داخلة علی موعة 8 بالقول 
إن 5 جمرعة مغلقة بالنسة ل là&a, . o‏ فقد رأينا [ ol ] ١-5‏ 
N‏ مغلقة بالنسبة لعملتي المع والفرب العاديتين » وغير مغلقة بالنسة 
لطرح والقسمة . 

کذلك فإذا كانت ه جمرعة جزئة من NT‏ بالعملة الداخلية ه 
all dl)‏ عرفنا o lis‏ ) » فإننا نقول إن ىه مغلقة ( أو مستقرة ) 
النسبة ل ٠‏ » إذا تحقق الشرط : 

Va,beA : aobeA 
وعی سبیل الثال فان امحموعة احرئة (1 , 0) من ۷ مستقرة بالنسة لعملة‎ 
0.0-0,0.1—-1,1.0-0, 1. 1 - 1 الضر بالعادية »ذلك أن كلا من‎ 
نع رغم أن كلا‎ El عنصر من ۸ . آما (1 , 0) فلست مستقرة بالنسة لعملة‎ 
radni Aadio < 0+0=0,0+1=1 , 1+0 =1 من‎ 
. ۸۵ لا ينتمي إلى‎ 1+1-2 


م ١‏ سين الال م ١‏ أنه يمكن أن نعرف على مموعة واحدة 
اکثر من عمدة داخلة » وذلك لأن علتي الاجتاع دا والتقاطم Lib n‏ 
موماً . کذلك فان علية طرح محرعتین هي حملية داخلية ثالثة على (8) ط >- 
کا يكن إبراد علبات داخلة آخری . 

ىه ١‏ إن العملات الثانة تشكل حالة خاصة من العمليات الخيرية 
الداغلة اي تعراف هوما علی آنها مملمات نونة . وبوجه عام فان العملة 
النونةعلى جموعة 5 هي تطبيق ل 5 × . . . ><5 ک<8 (عدد الضاریب « )في 5. 
والعملة النونة الوحدة الى سبق ورأيناها فضلا عن العملة الثنائية هي 
لعملة الأحادية ( 1-ه ) » إذ أن هذه العملية هي ببساطة تطبيق 
ل 5 في المجمرعة 5 نفسپا [ و کثال علی العملة الأحادية نورد ملة EYI‏ 
المعرفة على P(B)‏ جموعة آحزاء ظ ( انظر 1 ) ]. وكا سبتى وذ كرنا في 
المقدمة فإن العمليات الداخلية الرئسسة التي يدرسها علم اخبر هي العمليا 
الثنائئة » وهذا هو السبب في قصر اسم العمليات اليرية الداخلية ( أو 
قوانين التشتكل الداخلية ) على العملبات الثنائية منبا وحدها , 


: خاصة من العملمات الثنائية‎ LUÍ 
معمللة داخللة على جموعة 5 . تسمى‎ ٠ لتكن‎ : Áj paj ١|  ١ه‎ 
: العملة ه تحميعية ( قابة للدمج ) إذا #قق الشرط‎ 
۲۷ 2 و‎ 9 +, 665 : ao(boc)-(aob)oc 


1i‏ - ۱ ملاحظة -: نستنتج ob‏ في حالة العملة التحمعية يمكن 


- ۱۲ - 





تغبير موضع القوسین دون آن سأر لناتم . وضدا السبب فمكن في 
حالة العملة التجميعية ٠‏ حذف القرسين و كتابة الناتج (06 0)6 2 [ أو 
.aoboc JE [ (2 ob)oc‏ 
١ - ۲‏ تعريفت : de E S ED‏ مرودة بالعملة الداغلية و : 
(۱) نقول عن عنهرين 5.خ من 5 إنما قابلان لاسادلة إذا کات 
aob—boa‏ 
12b (v)‏ كانت جميع عناصر 5 قابة للمبادله مثنى مثنى © أي إذا 
حقق الشرط . 
aob-boa‏ ; و ع ط , 92 
S & e old g « &bas o 11-J o] Jus C6‏ )5,35 
Rb (o2‏ أو آبلية » نبة إلى العام الرياضي النرويجي آبل Abel‏ 
) ۱۸۲۹-۱۸۰۲ ) 


e 


امس لة ٠‏ 

١ - ۳‏ إن علبي امع والفرب العاديتين والمعرفتين على iE‏ 
الأعداد الحقيقبة 8 تجمعيتان وتبديليتان . أما القسمة العادية التي هي سملية 
داحلة على جمرعة الأعداد Laat LÀ R* ie Al ial‏ ] مه 
en (22 5)-w3- v3]‏ 2 ( ۷/5 + +2 ) + 12 ] 
ولبست تبديلية ( مثلا م ب 77ب م ) . 

ibas T il? {a,b} J dy (Y) dos ol ١ 1١4 


ولست — دلك أن Yl o^ alb-bfía(-b)‏ انه 


من حبة أخرى : 


21 )2 1 2ح (ط‎ [5 ) 
- aT(aTb)-(aTa)b 
(aTa) Tb bTb—a| 


حدول (Y)‏ 
۵ — | 
( انظر 1 ) . 


١ 1١5 


ALI a ولاست‎ ie o —lL i رکب‎ ale o] 


إن سماة الفرب الشهاعي م [5- ]١‏ لست تجميعية 
ولست تبديلة . فإذا أخذنا في 23 ثلاثة أشعة واحدة م or‏ متعامدة 
ملنى هلمنى وموجبة حث تكون الثلاثة (ي 0b sU (TS‏ | 


1 ۸ [ الوص كك ل‎ 
CRÜTAJAT2 416 GA ( 
1 ۸) jA j)—-i^o—o 
غير خصعة‎ A Ade! Ede o 
کذلك لدنا‎ 
یج‎ RE 
1I AJ =k 
ج ج چ‎ iaj عم‎ [ 1 
۱/۰. عا‎ 


at 





إذن العملة ۸ غير LLAS‏ 
y Lay‏ تعريف : لتكن 5 محموعة مزودة بعملتين داخلتين æ‏ و ه . 
نقول عن العملة و إنا توزيعية من السار بالنسبة للعملية » ( أو على 
العملة + ) إذا توافر الشرط : 
Va,b,ceS : ao(b« c) —(aob)« (aoc)‏ 
ونقول عن ه إنا توزيعسة من المين بالنسية ل » إذا كان : 
Va,b,ceS : (b»c)oa—(boa) »(coa)‏ 
أما إذا كانت العملة و توزيعة من السار ومن الممين بالنسية للعملة » 
AL. im) 5 0 ol foe! Ub‏ ل » . 
امملة : 
١ 4A‏ إن علبة الضرب العادية على محموعة الاعداد الصححة 2 
توزيعة بالنسبة لعملية المع العادية على هذه الأعداد » ذلك أن : 
Va,b,ceZ : a.(b+c)=a.b+a.c , (b+c).a=b.a+c.8‏ 
آما ملة المع فغير نوزيعية بالنسبة لعملية الفرب لا من الیساد ( في 
الحالة العامة co Ys ( a+(b.c) £ (a+b).(a+c)‏ اليمين ( في 
الحالة العامة (و+ع) . (2+ه) و و +(ء.ط) ). 
ور - ١‏ إن صلا من ممليتي اجتاع وتقاطع المجمرعات [ ۳ - ۱ ] 
توزيعمة بالنسة الأخرى » ذلك أنه A, B, C — VI‏ من P(E)‏ فان 


( انظر 1 ) : 


2 (e - 


An(BUC)-(AnB)U(AnC) , (BUC)n A—(BnA)U(CAA) 
: کذاك مان‎ 
AU(BnC)—(AUB)n(AUC) , )8 0 (ه 1 ©)0 زه ا8) حآى نا(‎ 
لعرف علی 7 ملتن ثنائتن : أولاهنا معلة اهم‎ ۱ ۰ 
: العادية + » وثانتم) العماة » المعرفة بالقاعدة‎ 
Va,beZ : aob-—a?b TB 
: لاشا‎ )۱( 
Va,b,c€Z : ao(b+c)= a* (b+c) ) )« ( راستنادا إلى‎ 
- 22 9 + 2 6 ) للجمع‎ 4 Alb الضرب توزيعي‎ ( 
— aob aoc ))* ( استناداً إلى‎ ( 
za adl ه نوزيعة من السار‎ ob QU, 
: (؟) لا كانت اللامساواة‎ 
(b +c)o a= (b+c)? a= bĉ?a-+2bca -H c?a-Æ (boa) + 
+ (coa) =b?a+c?a 
صححة في االة العامة » فإن الحمللة ه غير توزيعة بالنية لعملية‎ 
+ اشنم‎ 
: عناصر خاصة من امحموعات الژودة بعملبات داخلبة‎ 
€ 0 جمرعة مزودة بالعملة الداخلية‎ ١ تعريف لتحكن‎ ١ _ ٠إ‎ 


: 5 ء عنصرأ من‎ S KJ, 


m M un 





كارت : 
* حت © 20 5 ء عر ”ا 
(ب ) iue ras e ue‏ أيسر بالنسبة ل ه ( أو ل ه) إذا 
کات : 
VxeS : cox—x‏ 
Tras e ue (>)‏ محایدا بالنسة ل ه ( أو له ) إذا كان : 
VxesS Xoe-—eox--x‏ 
Tale Tras e of 1), Ua‏ أين أو fale‏ ایسر آو مایدا ده » 
و کان ۾ و ج عنصرن من 5 فعندند : 
( أ ) یسمی ۾ نظيراً أيمن ل „aoa =e lo Jih a‏ 
(ب ) سمی "2 نظيراً أيسو ل ۾ بالنسية ل ٠‏ إذا كان : ع - و و نو 
 (‏ ( سمی 2 Ji‏ 5 بالنسة ل o‏ اذا کأن: a0a = a 0 a = e‏ 
وفي هده Ibl‏ نقرل إن 2 قابل لساظرة بالندبة ل ه . ( سنستعمل 
للدلالة على النظير في آمحائنا القادمة ) . 
١ - ۲‏ فتبحة : نستخلص مباشرة من ( 2 ) أنه إذا کان 2 
نظيرآ ل ۾ بالنسبة لعملىة ثنائة ه » فإن ۾ يكون نظيراً ل ج بالنسة 
ل ه ؛ لذا يمكن القرل هنا بأن هدن العنصرين متناظران بالنسة ل ه. 


هه لة : 
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۳ - ۱ إن الصفر عنصر ule‏ بالنسبة لعملة المع je‏ 2 » 


Y-f ج‎ 


: ذلك أن‎ 
VXeZ ; x+0=0+x=x. 
: 03 « Z de o3 ihal ule والعدد 1 هو عنصر‎ 
VxeZ ۶15 1 xS, 

كذلك فإن لأي عنمر ‏ من 2 نظيراً بالنسة لعملة المع هو × - لأن 
0- × +( ×-) -(×- )+× . وبالعكس فلا يوجد لأي عنصر × من 
7 مغاير ل 1 +: نظير في 2 النسة لعملة الضرب . 

غم ١‏ إن المجموعة الخالة لي عنصر محايد بالنسة للعملية 

. 0 م أن 8 عنصر ايد بالنسبة للعملية‎ » ] ١ - م‎ [ PE gu 

١ - ۵‏ الا بوجد في نا عنصر ale‏ لعملية الضرب الخارجي المعرفة على 
عموعة الأسعة الطلىقة ۷ في الفراغ 87 . 

۲ - ۱ لتکن (یه رید ,د) -5 ججمرعة مزودة بعملية داخلية 
رمز لها ب + ومة بالجدول (”) . 





+j a az 29 
5 2 a; as 
aي‎ | a, a, as 
و2‎ | a, a, 2 
)۳( جدول‎ 
: لما كان‎ 
Va;,ajeS : رو جح ره حل به‎ 


- ۱۸ - 


فان کلا من العناصر وة ,وة , ,ة هو عنصر محاید آیسر ل + » ق حن. 
لا يشكل أي من هذه العناصر Tuas‏ عايداً أن ل + . 

هذا ويتبين من المساواة السابقة بان لکل من عناصر 5 ثلائة نظاثر بسری 
( هي بالطبع وه ,ید رید ) » ذلك أنه من أجل ,د مثلا نری أن : 

a, + as = as وة = ية + وة و‎ , as + a= a 
ولا كان وه عنصراً محايداً ( أسر ) فإننا نستنتج استناداً إلى تعريف.‎ 
. النظير أن كلا من ,د , يه:, ,2 نظير أبسر ل يه‎ 

كذلك فإن جميع عناصر 5 تشكل نظائر يمنى لكل من عناصر .S‏ 
لنخير ,د على سبل المثال . من الواضم أن : 

a = 9‏ + و2 , aa t a, — a,‏ و a, + a =a‏ 
وا کانت a, , ag, as‏ عناصر مايدة ( یسری ) لعملة + فات. 
ية ,وة , ,3 هي JE‏ عنی د مد . 

وتجدر بنا الإسّارة إلى أنه على الرهم من وجود ثلاثئة نظائر بسرى وثلائة 
نظائر ur‏ لككل عنصر من 58 بالنسبة ل + » فإن لكل عنصر به من TAE S‏ 
وحبداً بالنسبة ل + هو به نفسه ds.‏ فإن يه - به + يه » يعني أن بم 
هو نظير نفسه ؛ ولكن لو وجد نظیر آخر رد ل به مغاير ل به » لازم 
أن يكون بة + بة > به + به »© إلا أن هذا مستحيل لأن به - رة + به 
و à‏ 7 به + زد a 752a; J‏ فرضاً . 


نظريات أساسية حول العملیات الداخلة : 
۲۷ - ۱ نظوية : انکن و ملة داخلة عی محوعة 5 4 عندئد : 
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laule T as e, د ه » وکان‎ gliale إذا كان ره عنصراً‎ ) F3 
ا ل ه »فإن : يه ديع‎ 

( ب ) لا یکن أن یکون في 5 أ کثر من عنصر عاد واحدل ۰ . 

البرهان : ( أ) إر: تعريف العتصر المحايد الأيمن والأسر oJ‏ 
يقتضي الثالي : 

| و = وه ۵ و VxeS8 : xoe,—x-‏ 


هه = € >= 


VxeS : ce, 0 ۶ خخ جح‎ => eoe =e | 


( ب ) إن صحة الدعوى ( ب ) تنتج من ( أ ) › ذلك 
ml ales gel ule LS ulli Lui ol‏ في 
آن واحد . 

۸ - ۱ نظوية : و تجيعبة علی جرعة 5 ۰ 

: عندئذ‎ . 5 py lpas aso J عنصراً عایدا‎ 

( أ ) إذا كان 5 ء ,ه نظيرا آسر » aJ yl li age S‏ 
بالنسية o J‏ « فان وه - رد . 

(ب ) لاعکن آن کون J‏ 2 آکثر من فظیر واحد بالنسة د 0 . 

البرهان : ( أ) لما كان وه , رم نظيرين أيمن وأيسر ل ج علىااترتيب ٤‏ فإننا 
جد [ ۲۱ - ۱] : paei , aoa,-e‏ . وملاحظة أن 


: فاننا نجد‎ laet o 


a = a, 0 6 < a, 0(a02a5,) — (a,0a) 0 ag — eoa, — a, 


od ب‎ 





نظير ۾ هو تعريفاً نظير أين ونظير أبسر ا د في آن واحد . 
وم ١‏ نظرية : إذا كانت هن حملية داخلية تجميعية على E‏ 8 » 
Va,b,c,deS : (aob) o (cod) — ao ((boc o d )‏ 
Va,b,c,deS : (aob)o(cod) —((aob)oc)od‏ 
العرهان : لنثبت صحة أولى هاتين العلاقتين ( بم إثبات العلاقة الثانية 
بصورة nu‏ للأولى ) . 
لنفرض d= xol Gy‏ ه ء . عندئذ إذا استخدمناء الخاصة التجمبعية. 
ل ه فإننا نجد : 
(a o b) o (c o d) = (a o b) o x = a o (b o r) =‏ 
a o (b o (c o d)) = a o ( (b o c} o d)‏ = 
Po‏ - ۱ ملاحظة : تين هذه النظر بة أنه إذا كانت ه حملة داحلة. 
de lant‏ مموعة 5 » فانه Vl‏ كانت 5 6 هرود ,و2 رود : 
حلية ه لوه 0 ,2( :( 0 (aroa,)o a,) oap = (a, © (az O a,) ) O a4 =a,‏ ( 
a, O (a, O (a, © a4) )‏ — 
ce. «T stus ids y‏ ناتج o e poLall aia‏ المکن الده من المن 
أو من لسار . كذلك نعرف ناتج العناصر 2 و .۰۰ و و2 و و۵ 
( ماخوذة پذا لترتب ) بانه ذلك العنصر من 5 اطاصل عند بده 
اطسابات من السار . 
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وبرهن بطربقة الاستنتام الردافي بأن هذا الناتجم لا مختلف فيا لو 
بدا باابات من المن » آو بشکل آعم » فيا إذا وضعنا الاقراس 
a uA ES‏ مراعاة ترتب العناصر وه و ...۰ , وه ,یه . وعلی 
هذا الأساس فان الناتم الوحند ز بالنسة للعملة التعمعتاً ه ) بكتب 
دون وصع الأقراس على ORI‏ بر 0 0۰.۰.۰ و2 0 ,2 ( أو اعتصار | 
على JA‏ . 


n 
O a, 


i=l 
UD e iaa ASII Laadi وقى حالة استعمال الرمز + للدلالة على‎ 
: نكتب الناتج على النحو التالي‎ 


a + a + ... + رج‎ = Ê äi 
: فى حالة استعال ملة الضرب » فنکتب‎ Ul 


n 
aj âp... an = HM a 
| = 


e 


۱-۳۱ تعريف : بطلق اسم Moneid ) 4j‏ ) على الزوج 


لرتب ( 0 , 24 ) حيث M‏ جموعة 06 مملية داخلية على 26 » شريطة 
أن iat o osi‏ » وأن محتري là] )oJ 4€ Las je M‏ 
كان ( ه : ۷6 ) مونوئدا)» قلذا إن لدينا «المونوئد 26 بالنسة ل 0ع » 
آو اختصاراً د الونوند 34 » إذا لم نکن لة مال للالتاس) . 


۲ - ۱ نظربة M of Í‏ موتوشداً النسة د o‏ عنصره الحايد e‏ € 


- YY- 





وليكن ط , د عنصرين من عر . فاذا òl La yol‏ نظبري ط , 2 بالنسة 
J‏ ه موحودان وما اط , 2 عیی الارتب ¢ فان نظير العنصر aob‏ 
هو .,b oa‏ 

البرهان : لدينا استنادأ إلى تجميعية [ro v4] dh o‏ 

(aob)o(b'oa)—ao(bob)oa'—ao coa — 

— (aoe)oa'—aoa' —e 
(b/'oa)o(aob) — b'o(aoa)ob—b'ocob— 
—(boc)ob-cb'ob—e 

وهو المطلوب . 
۳ - ۱ ثعر دف : تكن S‏ جموعه مرودة بالعملة الداخلة و . تقول 
الاقتضاءان التالنان b,ceS ob v‏ : 


aob- aoc- bc , boa-coa — 5-6 


„e aldi spas o مونوئداً بالنبة ل‎ M oO : نظوية‎ ۱-۶ 

فادا وان اعنصر imil gM oc‏ ل ه » فان » عنصر منتظم . 

البرهان : لنرمز لنظير ء ( الوحد استناداً ا [۲۸ -۱]) ده . 
فاذا کان ط , ۾ عنصرین اختارین من 26 فان : 


aoc boc — (aoc)oc' — (boc) oc’ 


( لأن ه تجمعة ) ao(coc)-— bo(coc)‏ — 
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= aoe = boe => azb 


هذا ويم الاقتضاء الآآخر ط = a‏ جح ط مء ح هون بصورة عاثلة > 
وهو المطلوب . 

aigi opas o مونوشدا بالنسة ل‎ M نظرتة : لکن‎ ١ ro 
وة و و ا‎ > M م . فاذا كان ط , ج عنصرين من‎ 
. 5 ل ه » كان لكل من المعادلتين م ح ح و نر , 5 ع « هخ حل وحيد في‎ 

2/ لتخثر المعادلة ط - عر ه ج © وانبرهن أن المنصر ط ه‎ : ol 
— S, الذي ينتمي إلى 24 وضوحأ ) حل وحد فا . لاحظ‎ ( 
وإلى.‎ ٠ ذلك أنه استناداً إلى تجميعة‎ 6 LU المعادلة‎ git aob 
: » , 2' تعريف‎ 

2 0 )3' (ط ه‎ =(aoa)ob = eob = b 

هذا » ولا مكن أن کون للمعادلة ٠‏ - عر هج أكثر من حل واحد » 
ذلك sje, Cos JUI‏ حل آخر 2 (#اعج ج) » لکان c aoz=b‏ 
aox-aoz JUb oJ,‏ . ولكن هذه المساواة تقتضي r1]‏ 1-7[ 
ع د × وهذا مخالف للفرض . 

وببرهن على صحة النظرية فى حالة المعادلة ا - 2 ه ير بصورة ماثلة > 
وهو المطلوب . 

دم _ ١‏ ملاحظة : لنفرض أن لكلعنصر M,o ) 454! o^‏ ( 
نظيراً . عندها يقابل كل زوج ( ط , ه ) من عناصر doy pais M‏ 
× وعنصر 0M dy X9,‏ 


ftu 





box-a , yob-a 

ولكن هذا يعني [۱- ۱] آننا آمام ملتتن داغلتین جديدتين على 24 

^| و أ مث : 
acb-x-b'oa , afb-y-aob'‏ 

وتسمی هاتان العملتان العملین العا کستان للعملة ه . 

هذا وإذا كانت العملة ه تديلة » فلا فرق عندئذ بين ص د إل »> 
أي أنه Gae O‏ ل ں ile‏ معا كسة واحدة . وعلى سبل الثال » 
فاذا كانت ua o‏ عملبة امع على 7 »© فان العملة لمعا كسة هي جملة 
الطرح ؛ وإذا كانت 0 هي حملة الضرب على +2 » فان مها كستها هي 

: مع علية داخلة‎ jE انسحام علاقة‎ ١ ry 

لتكن 5 جموعة عرفنا عليها EO ile‏ 2 وحملة داخلية ه . من 
المعلوم أن علاقة التكافؤ تحزىء المجموعة EG SUO dI S‏ منفصة » 
تسمى de‏ هذه الأصناف يحاصل قسمة 58 على العلاقة ۴ Là jy, c‏ 
ب 5/8 ر انظر 1 ) . 

من المکن أن نمحدد شروطً لو توافرت لاسُتققنا من العملة الداخلة 
o‏ علی 5 ملية داغلية علی 5/8 . من الواضم أنه حتى يكورف 
SR à S/RX S/R J I5 Oi ((x), (y) ) > ) x (‏ « 
يازم أن یکون الصنف ) (x) 2 (y) Gal amy JE G6 ( xoy‏ 


-YỌ - 


فقط ولس تبعا للممثلين x‏ ل (م ,و د ری » آي آن : 
xRx, » yRy,- xoy Rx,oy,‏ 
وإذا تحقق هذا » فاننا نقول إن WE de‏ ۸ منسحمة مع العملية ‏ 
الداخلة ه . وعندها يمكن تعريف حملة داخلية 0 على جموع ة أصناف 
التافؤ ( أي على 5/2 ) بالقاعدة : 
(x) O (y) = (x o y)‏ 
مع التاڪد ثانة على أن الصنف الوارد في الظرف الأمن مستقل عن 
الممثلين الختارين نر , د ولا يتعلق إلا بالصنفين (7) , (5) . 
تسمی العملة الداخلة 0 العرفة علی 5/1 حاصل قسمة العملية ه على 
علافة SEII‏ 1 . 
وعلى سبل الثال » فاذا عرفا لعلاقة # في 2 على الشكل : 
و 4 .32 n—-m e-À 2 qe»‏ » > فان 2 محزىء 7 إلى صنفي 
yg‏ : موعة الأعد د الصححة الفردية » de E,‏ الأعداد الصحيحة 
الزوجة . فاذا عرفنا على صنفي تكافؤ 2 هذين L^5)‏ )0( , 9( ( 
حملية المع ( + ) وقق القاعدة : 
V (x): (y) e ZIR : (x) + (y) = (x + y)‏ 
فان العملة الداخلية (+) على 2/۴۸ منسجمة مع ۸ ( لادا ? ) 
العملمات Le Ui‏ ) قوانان التشكيل اظار حبة ) : 


وم ١‏ تعویف : لتکن ۸ , 5 موعتن . تعرف العمله 


۲] 





اخارحة المني في 5 بأا تطبيق ل ما 5 في 5 ؛ وتعرف العملسة 
اخاجة الیسری في 5 بأنها تطبيق ل S‏ ×۸ في 8 . وتسمى الجموءة 
ه ساحة المؤثرات > کا تسمی عناصر ۸ في الال الأولى مؤثرات عنى » 
وفي الخالة الثانة هؤثرات سری . 

وإن كان ۾ عنصرآ من 4 و ١‏ عنصراً من 5 » ورمزة العمل ة 
"خارچة الیمنی پ ۵ فان العتصر ( ( ع , و ) ) چ Lia buses‏ 
.sA^a2949 775 5,2 A‏ ونتبع مصطاحاً Je à Xie‏ 
العملة Le jibl‏ ز عرى . 

هذا وتستخدم اسم ile‏ الضرب أحاناً للدلالة على العملية الخارجية » 
.وعندها برمز الناتى ب s.a‏ ) أو 2 ) في حالة s ihal‏ 
و ب وید ( أو 3ه ) في حالة العملية البسرى . ففي الالة الأولى تسمى 
العملبة الحارجبة مملية ضرب من اليمين » وتسمى عناصر المجمومة لم 
مضاريب ین . أما في الخالة الثانية » فتسمى العملة Lie Leshi‏ 
اضرب من النسار » وتسمی als Man‏ امموعة ۸ مضاریب سوی . 


fM 


١ - ۹‏ لتكن V‏ جمرعة الأسْعة الطليقة في الفراغ :8 ٠‏ إن 
حاصل ضرب عدد حقبقي pb» y oT rem a‏ طليق 
4 كه ب ب م . وبالتالي فان ضرب عدد حقيقي بشعاع طلق هي ملة 
خرب من اليسار في 8 » حيث تشكل 8 يمرعة مضاریب بسری . 

٠؛‏ - ١‏ لتکن ع مرعة ما > ولنرمز 2- F(E, R)‏ لمجموعة 


-~ ¥ 


#طسقات à E‏ ۸ . نعرف lle‏ ضرب عدد پې من بتابع © من. 
F(E,R)‏ بالاستور : 
VxeE ; (af)(x)- a f(x)‏ 

بما أن e> a, fl) o W‏ إلى gf(x) ob « R‏ عدد حقبقي 
وبالتالی فان ۶و یکننا من مقابلة کل عنصر > من ۴ بعنصر من ۸ ٤‏ 
أي WS F(E, R) y pas af ol‏ . لذا فان ملبة الضرب 
الذ كورة هي تطبيق acf dS, « F(E, R) à. Rx F(E,R) J‏ 
تملىة ضرب من السار في ( ۸ ,۴)۴ » حث تشكل ۸ جموعة مضاريب 
gud‏ 

وغ ١‏ إذا قرأة الجدول (4) بنفس طريقة قراءة جداول. 
dien cua‏ [ه - ]١‏ » فاناللجدول (؛) العملة 1 يعرف. 
iL?‏ خارحة ux‏ | على المجموعة (1,2) س 5 » ساحة موئراما الیمنی. 


هي (6 , 9 و ۵) س ۸ .۰ 


حدول (4) 


و - ١‏ ملاحظة : يكين اعتبار العمليات اغارجية والداغية: 
( الثداسة ) على أم ١‏ حالات خاصة من AXB-—C GL‏ ( —— 


- A 


: ) ثلاث محوعات ( ختلفة آو متساوية‎ A,B,C 

)01 فاذا کان 6 - ۸ » غدا هذا ile BJ‏ خارجة عنی ‏ ۸۵ 
ساحة موتراها المنی 8 . 

(م) وإذا كان 0 -8 »© أصبح هذا التطتى عملة خارجبة بسری 
في 8 ساحة مؤثراتها السرى له . 

ael, (v)‏ « ]3 كان © - 8 - ى > فان هذا التطسيق لبس إلا حملية 
داخية ( ثثائية ) على 4 . 

هذا وواضح أن العملية الداخلية (الثنائية) لبست إلا حملية خارجبة A d‏ 
ساحة مؤثراتها المجموعة ۸ نقسها . 

: Eu 


لقد je ahl yel‏ عبد لبس بالبعيد على أنه عم الساب الرمزي : 
ففي حين تستعمل الاعداد فى عل الحساب » تتخدم في علر اطبر رموز 
Jus‏ على الأعداد . ولكن الرياضيين لاحظوا بأن بعض العلاقات الرمزية 
من هذا « الحساب المعمم » والتي كانت صحيحة عند استبدال الأعداد 
بالرموز » تبقى صحبحة عند استبدال « أشياء » أخرى بهذه الرموز » 
مثل الأسْعة والتوابع والمصفوفات وغيرها . وهكذا بدأ علم fas gbi‏ 
حديداً » إذ غدا بدرس أنظمة DIG Lab)‏ كل مها من |سمرعة عناصرها 
كفبة » ومن علبات معرفة على هذه الجموعات تشترك مع العمليات 
الحسابة المألوفة ببعض ( وليس يجميع ) اغواص . وقد أطلى على هلبه 
الأنظمة الرياضة امم البنى اطبرية . 


١ - ۳‏ تعرريف : البنة الخيرية 5 هي مجموعة (4 , 0 , 8) - 5 
مولفة من محوعة غير خالة. من العناصر E‏ » ومن مموعة 0 تتألف من 
جملة واحدة dist‏ من العملنات اخرية الداحلة والخارجة » ومن 
حوعة 4 من الواص التي يحب Qué ol‏ المجموعتان 0 ,8 . تسمی ظ 
دعامة النة 8 » ک) تسمی ۸ مبادیء ( آو مسامات ) البنة . 

؛؛  ١‏ مثال : المونوسد [D-r] (M,o)‏ هو (e ii)‏ 
ذلك أنه تالف من الدعامة 36 » ومن العملة اشانة ه ( وهي العملة 
i XI‏ الوحدة (م) - © ) . أما م محموعة میادیه الونوند فبي 
موعة حاوية على سلحرين : أولما آن تکون العملة ه محمعبة » وثانيها 
أن يوجد فى 24 عنصر „o J ijh ale‏ 

ومن أم النى E gel‏ ستعالحها في الفصول المقبة من هذا الكتاب 
هي الزمرة » وهي جموعة هزودة بعملة داخلة واحدة » والطلقة 
والحفل وكل هنها جمرعة مزودة بعمليتين داخليتين »© والفراغ 
الشعاعي وهو جموعة مزودة بعمليئين إحداههما داخلية والاخرى. 
خارجة . وفي كل من هذه الخالات هنالك مبادىء يحب أرف تحققبا 
العملیات البرية . 

هذا ویشار غالا ی الينة اطبرية مجموعة مرتبة ( ..., ۴,٥,۸, ٣‏ ) 
هت ظ دعامة الشة » ... ,۲ ,۵ ره العملیات اطبرية العرفه عی. 
CUM‏ والتي يحب أن تحقق مبادىء معينة . وعلى سبل المثال € فقد 
«f ub‏ يشار إلى الونوشد بالزوج الرتب (24,0) ©» حيث محقق, 
العملية ه شرطين حددناها قبل قليل . 


=- Fe n 





الى الرباضة : 

حدر ننا الاشارة إلى أر_ الرياضات المعاصيرة تمكنت 
من صباغة هدفما الأسامي والذي بتلخص بدراسة البنى الرياضة . وال 
الرياضة تنقسم obla: aci) aed di Uu‏ والبنى التوبولوجة . 
فأما البنية الجرية » فهي » ا رأبنا » جموعة مزودة بعملية جبرية أو 
أكثر . ومع e Judi LUE ulus saa) IJ UT‏ إلا أننا نحيز لأنفسنا 
إيراد هدا التعريف المبسط وغير الدقيق : البنة التوبولوجة هي موعة 
مزودة معار لقاس BLL‏ بين عناصرها . 

وبتصدی لدراسة البنی اعبرية علم ابر الذي يضف إلى دراسة خواص 
هذه البنى البحث في التطبيقات من بنية جبرية إلى أخرى . أما الببى 
التوبولوجبة فيتكفل بدراستها عم التوبولوجبا الذي يضف إلى دراسة خواص 
هذه البنى معالة التطبيقات من بنية توبولوجية إلى أخرى . 

هذا وتبقى جموعة 85 بحردة” من البنية الرياضة » طلما لم نعرف عليا 
cus‏ " أو توبولوحة 6 أو علاقات بين عناصرها أو علافات بين 
d£ cb, polisy la ols‏ . . . الخ . واالعکس فمن المکن 
أن نشكل على d,‏ واحدة 8 بنى رياضية مختلفة . 


افومومور فیزم والابزوموو فبزم : 

ذ کرنا عند تعريفنا للبنى الرياضة أن abl de‏ لا يكتفي پدراسة 
خواص البنى babl‏ » بل بتعداها إلى دراسة التطبيقات من بنية جسبرية 
إلى أخرى . وتلعب التطبيقات التي تسمى هومومورفيزماً دوراً على غابة 
من الاهية نف عم اطبر . وسنكتفي الان بتعریف هذا النوع من 


التطسقات ودراسة خواصه فى حالة مرعات مزودة بعملات داخلة فقط . 

هع - ۱ تعریف E Sf) o:‏ جموعة مزودة بالعملية الداخلية ٠‏ » 8 
جموعةمز ودةبالعملة الداخلة » 6 ؟ تطسقاً ل8 في 8 . تسمى + هومومور فيزماً 
d (Eo) J‏ ( »و ) إذا تحقق الشرط : 


Va,beE ; f(aob)-f(a) * f (b) (1) 


وبطلق على المجموعة ga F o^ f(E) y‏ تتألف من عناصر ۴ 
اي هي خالات جمبع عناصر 28 اسم الخيال الهومومورفي ل 5 . هذا 
وإذا كان 8 جه :+ هومومورفيزماً € عندئذ سمی 1 : 

(أ) هونومورفيزماً إذا كان ؟ متبايناً . 

(ب) ابيمومورفيزماً إذا كان ؟ غامراً . 

(-) إيزومورفيزما إذا كان ؟ تقابلا ( أي متبايناً وغامراً ) . 

كذلك سمی الهومورفيزم لبنة في bä‏ إندومو رفيزماً » كا سمی 
الإيزومورفيزم لبنبة على نفها أوتوهورفيزماً . 

هذا ذا کان کل من 7 ,2 مزودة بأ كثر من عملة داخلية واحدة c‏ 
فاننا نسمي ۲ ج 8 : 5 هومومورفيزماً إذا قابل Clé Ege o kt E‏ 
واحدة ( وواحدة فقط ) .على # بحيث تحقق الشرط (1) من أجل 
کل زوج من العمليات الثنائة 4l!‏ . 


امشئلة : 


5 - ۱ تكن البنتان nm (N,.), (N&)‏ دام هما 


- ۳۲ - 


على cao gl‏ ممليتا اسع والضرب المعروفتين . إن التطبيق ؟ المعرف 
+القاعدة “2 («)؟ هر هوهومورفيزم ل ( + , 30 ) في (. , ]3 ) » ذلك أن : 
vn,meN : f(n-4-m)-2^*" -2* .2? -f (n) .f (m)‏ 
وإذا لاحظنا أن م متابن لأن : 
f (n) = f (m) = 2° =2" — n-m‏ 

فان ۶ موئومورفبزم . ولا عکن آن بکرن * G 39) yl‏ > لأن ؟ عبر 
غامر ) lal‏ ؟ ( . كذلك ع فلا مكن أن کون f‏ إندومورفيزماً ذلك 
لن الينيتين ) 4 cos QUCUDE (N,.) 2 (N,‏ اختلاف العملتن 
المعرفتين عامجا ررغم تطابق دعامتها ( ) . 

QE ۱ - ۷‏ 5 مجوعة مزودة بالعملة الداخلة ه » وللفرض 
وجود عنصر ماید oJ e‏ . ات التطق : 5ج 5: وفى الدستور 
(x) =e‏ : 5 ع : ۷ هو | ندو مور فبزم Y ó (5,0) J‏ » ذلك أن : 

Va,beS : f(aob)-e-eoe-f(a)of(b) 

ومن البل أن نلاجظ بأنه إذا حوت 8 أكثر من عنصر واحد » 
فلا كن أن f os‏ آوتومورفیزما 

۶۸ - ۱ نکن 5 جمرعة مروده بالعملة الداخلية ه : إن التطيق 

6 - ۱ لکن + » . علیتین داخلتین معرفتین علی اجموعة 
(4 وء , ط , 5-2 و إن ۰ ت ملتین دا خلتین معر فتن‌ع ی احموعة (۵,1) - 5۷ 


yos -YY - 


وذلك وفقاً لحداول العملدات الثالة : 


5 
+| a b c d a b C d 
(۳ 5 C d M a a a 
b! b a d c bj a b c d 
c c d a b 6 a a a a 
d| d C b a d | a b c d 
ات 1 0 إلا‎ 0 1 
ofo 1 ola o 
1f 1 0 1| 0 1 


: إن التطسى /ه ج 5 : ] العرف "ا بلى‎ 
f(a)=0 , f(c)=0 , f(b)=1 , 1 )0( - 1 
الذي مكنا‎ r3 (8,0, Je (S, ( J capell p 
: التحقق منه بفحص الداول . وعلى سبل الخال‎ 
f (a + b) =f (b)=1 =0 O1=f (a) O f(b), 
f(a. b) = f (a) =0 =0 1= f (aa f(b). 
: حكذلك‎ 
f(b + d)=f(c)=0 =1 Q1=f(b) 0 f(d), 


f(b. d)=f (d) =1 =1 1= f (b) o f (A) 


نظريات أساسية في الحومومور فيزم والايزومورفيزم : 


-(F, X) À (E, 0) J exisse n £ نظريه : الكن‎ ١ - .6ه‎ ¥ 
: عندها تصم الدعاوی التالة‎ 

JU )1(‏ افومرمورفي (۲)۳ -8 ! 8 هو محوعة حزنة مغلةة 
( مستقره ) من (Fx)‏ 

(ب) إذا كانت العملية الداخلية ه على 8 تجميععة » فان العملة الداغلة 
* المعرفة على تكون مجميعية . 

)=( إذا كانت العملة e o ilala‏ :۲ تسديلة » فان العملة الداخلية 
* المعرفة على 2 تبديلة . 

zas u=f(e) ob « (E, 0) à عنصرأ عابدآ‎ e د) إذا کان‎ 
| . ) ۳, * ( à ale 

(ه) إذا كان 4 , 4 عنصرین متناظرن في (0,ظ ) » فان الما 
۴)4 , (۴)۵ يككونان متناظرين في ( *«,ظ ) . 

(و) إذا كان ġ DlA L gras j,k‏ (ه رظ ) » فات 
E(k) keth‏ ,(ز)م يكرنان قابلين للمبادلة في ( *«,ظ) . 

oU.‏ : لکن , و , م أي ثلاثة عناصر من (ظ/-ظ . اذن 
هنالك ثلاثة عناصر ( على الأفل ) ه,ط,2 من 8 يحصث : 

f(a-p , f(b-q , f()-1 


)1( لما كان f‏ هومومور فيزماً QU‏ : 


= "9 - 





f(aob)-f(a)s f(b) =p #۶‏ 
لکن 05خ عنصر من 2 ( لأن ه عملة داخلة على 1 ) إذرتك و + م 
عمصر من (ير) 1ع 2 . 
(ب) ها أن العمللة ه محصعة 2 (aob)oc-ao(boc) o3]‏ . 
ومنه f((aob)oc) —f(ao(boc))‏ . لکن ]؟ هومومورفیزم › 
لذ! S ob‏ 
f((aob)oc)-f(aob)sf(c) -(f(a) x» f(b)) « f (c) =‏ 
-(p3* q) *r‏ 
f (a o (b o c) =f (a) f(boc)-f(a) x (f (b) æ f(c) ) =‏ 
p # (q s r)‏ = 
بالتالي فان م 4 و) æq) æ r=pa‏ ج) » آي آن العملة * تجميعية على 
E - f(E)‏ - 
aob-boa-»f(aob)-f(boa)-»f(a)a« f(b)- (>)‏ 
-f(b)«f(a-px*q-qsp‏ 
(د) شا کات l2 aoe-eoaca‏ € فان : 
(aoc) -f(eoa) -f(a‏ . وما أن ؟ هومومورفيزم » فان هاتين العلاقتين 
دان إلى العلاقتن : 


f (a) # f (e) = f (e) ¥ f (a) = f (a) 


Pp #u =u # Pp =p 


- ۳۹ 


ونا كان م أي عنصر من 2 » فان Las »ucf(c)‏ عايد في (» , 15) 
dod'-d'od-e — f(dod')-f(d'od) -f (e) (^)‏ 
f à )‏ هرمرمررفيزم ) f (d) « f (d') - £f (d^) a f (d) = f (e)‏ — 
( استناداً الى ده ) —f(d) x f (d')-f(d) #* f (d) = u‏ 
( وهو الطلوب ) 00)؟ - —If(4) y‏ 
jok-koj>f(jok)=f(koj) > £(j) * fü). (2)‏ 
f(k) æ f (j)‏ =~ 
۱ - ۱ ارتب على (و) أنه إذا كانت امجموعة ع آبلة ]١-٠١[‏ 
فان خناها الحومرمررفي 5 يكرن كذلك. . 
؟ه  ١‏ نظرية : لكن + هومرمررفيزما ل ( E,۲‏ ) في 
( + ,#) وع هومومورفيزما ل( , ۴ ) في ( ل( ,15) فلذا ومزة ريج 
هو الال في الغالب ) ب ه إلى »لة ترحكب التطبقات » فان التطق. 
الى کت “ويم هرمرمورفيزم (H, 1) d CE, T) J‏ . 
bi Uu‏ كان 5 ,ج من 8 : 
( استناداً ی تعریف :6 ) ۱( (gof)(a Tb) -glf(a‏ 
( لأن ؟ هومومورفيزم ) -g [ f(a)  f(b)]‏ 
( لأن م هومومورفيزم ) -g(f(a)) | g(f(b)‏ 
-(gof)(a.L(gof)b ^ ( gof —9 JI bi-! )‏ 
۳ه - ١‏ نظرية : إذا كان م إيزومررفيزماً ل ره , 2 ) على (٭ ,۴) > 


. (E,0) Jr (F,*)- فان 1-م إيزومورفيزم‎ 


ل ۳۷ 


البرهان : با أن ؟ إيزومورفيزم إذن + تقابل ( أي تطبيق متباين 
وغامر ) . وباك الي فان التطبيق العكسي 8 ج ۲ ::-۶ موجود » کا 
أن 5-1 تقايل ( المرجع 1 ) . إذن إذا افترضنا أن ج , م أي عنصرين 
من ۳ » فپنالك عنصران وحبدان دا ,ده من 8 حت : ظ - (۲۱)9 > 
2 -(71)0 . وعندها یکون (0)- , f o6 L1, . p-f(a‏ 
هومومورفهزما فا : f(aob) -f(a) *f(b-ps«q‏ . وما 
أن ۴ تقايل فانه بترتب على هذا : 

[—! (p æ q)= a0 b= f~! (p) o f—! (q) 

وهدا gm‏ أن £1 هومومورفیزم ل (٭,۴) في )۴8,٥(‏ . ولکن 
۰ تقابل ایضاً » إذن 6-١‏ لیزومورنیزم د (*,ظ) علی (8,0). 

4ه ١‏ نظرية : إذا كانت 8 جموعة کل احموعات الزود کل 
منها بعملة داخلة » وعرفنا على 5 العلاقة التالة : « يوجدٍ إيزومور فيزم 
ل (ه,8) على ( *," ) » فان هذه العلاقة هي علافة تكافرٌ في 8 . 

البرهان : لنرمز للعلاقة السابقة ب (E,o)z(F,^)‏ 

)١(‏ إن العلاقة ي منعكسة . فى الققة ؛ أ 


v(E,o)eS : (E,o) x (E,o) 


ذلك أن التطبيق المطابق هو إيزومورفيزم لأي de (E,o) Lo‏ نفسها 
( أي أوتومورفيزم ل (8,0) ). 


(؟) إن العلاقة یم متناظرة » ذلك آنه إذا كان f‏ إنزومورفيزماً 


= / ۳ مه 





ل ره,8) على (» ,7) » فاستنادا إلى [ سه - ]١‏ يكون1-م 
XP‏ لد ( ۲,۶ ) عی (۳,0) . 


: متعدية » أي أن‎ DA ol (r) 
(E,o) xz (H,T) , (H, T) v«(F, 9- (E,o)z (F, *( 


ذلك أنه لو فرضنا م إزومورفيزماً ل )۴,٥(‏ على ( 8,7٣‏ ) > ىم 

]55 592( د ( ۲ ,11 ) علی ( ۳,۶ ) » فان کلا من ج ,۴ تقایل › 
JU,‏ فان ع ٠ج‏ تقابل . فاذا أذ 'نا إلى ذلك أن 07 5 هومومور فيزم 
د ,٥(‏ ۴ ) في ( *,) استناداً إلى [ ىه ]١‏ » وجدنا المطلوب . 


هوه ١‏ من الدير بالذكر أن الايزومورفيزم من آمم الفاهم الي 
اتی ہا الير المجرد . فإذا كانت البنيتان الجيريتان (7 ,8 ) ,(+,8) 
إيزومورفتين » فن الممككن اعتبارهها متطابقتين > ذلك أن كل ماتختلف 
ابه إحداهما عن الأخرى هي رموز عناصرها » وربا امم العملیات العرفة 
علما . والايزومورفيزم يمكننا من معرفة ناتج ile‏ على pole‏ إحدى 
البنتین دوں إبرا. اساب نی هذه البنة » وإمًا باجواء الحسابات à‏ 
gis « d LU‏ قد تکون آسر وأمرع ۱ 

ويمكن تشه الایزومورفیزم بقامرس مکننا من التحقق من أرف 
حملة ما في إحدى اللغات تقایل حملة ها نفس المعنى في لغة آخری ؛ الا 
أن حالنا مع الايزومورفيزم لس على هذه الدرجة من السپولة : فليس 


الغاية القرل ها إذا كانت bye iy‏ إيزومورفبة مع أخرى » بقدر ماهي 


- PA ~ 


تحديد الاءزومورفيزم نفسه . واكتشاف الابزومورفيزم أمر غالاً مائكون. 
ile‏ فى الصعوبة » ولكن رما كان الشعور بالرصا والغطة عند ا كتشاف 
هذه العلاقة شبه تا بعانه موسقي آبدع لا جلا من أنغام تدو لغيره. 
و کآنپا متفرة لنس gl gu‏ تناسقی آو انسحام . 


أ 
N‏ 


ب »4 -= 


IA ماری‎ 


: داخلة على ل١ معرفة بالقاعدة‎ ilé j oO -A 
. a | b=a? +b? 
: أحسب‎ )١( 
211, 513 , 31221585, 31018 
. أو. تدبلة‎ kant | هاإذا كانت العملة‎ e (v) 
9 j Jale (ع) هل هنالك عنصر‎ 
ama: t EK (nz*4) a 555 I] (&) 
. a, a0) , a( el ( a4 234(0—D | à و‎ 
) : الل‎ 
27 1-227 12-5 , 5 | 3= 5? +3 - 34 
)3 1 1( | 5 = )3 +1?) 1 5 = 10 | 5 =.)10(* + 5 = 5 
31(115-34 (12452) -3 1 (26) = 3° + (26)? =685 
: (؟) إن العملية | تبديلة لأن‎ 
Va,beN a | هرطع 4و + 92 د 92 + 2ج سا5‎ 
) لکن ر غير تجميعية لأنه ( على الأفل‎ 
(53.1) 1. 5253 1 /* ك‎ 8( 


(r)‏ لا بوجد عنصر ماید في لا ل ر > ذلك أنه لو افترضنا وحود 


stis 


هذا العنصر ورمزنا له ب ء » فيجب أن بتحقق الشرط + -ء ١‏ أي 
کان o x‏ 2 . ولک 2ء +× -ء | × » إذن يحب أن تحقق 
× 2م ب تير أو 2× - عرس تم ایا کان × من ON‏ ولکن هدا de‏ 
لأن الطرف الأبسر 2ع من الماواة × ×= 2ء بحب أن بكون ابا 
( لأن ء عنصر عدد من ۸ ) » با الطرف الان ۶ - > یتغیر بتغیر 
OX. (f Dl) x‏ لا وجود في J Rb e ule Lau N‏ 4 
(:) لدينا : 
al?) m= 2)1( | a=a | a=a?+ a? =2a?,‏ 
a =a?) j a= (2a?) | a= (2a?) + a 43$ 4 2?‏ 
L a - (4a* 4 a2? * a? -‏ (2ج ب 4ج4) - 5 | a - a07‏ 
2٩ + 8 ۵٩ + 24 + 22 .‏ 16 س 
۲ لتکن N‏ محوعة La d olas.‏ الزودة بعملة الرفع ای القوة 
ر اي نرمز فا ب ۳ ) والعرفة بالقاهدة : 
aT0-a^-1‏ : ۸ > ۵ ۱۷ 
V(a, D) eNxN* : a Tab -a*‏ 
(۱) احسب : 
( ۳ 2۲۵ , ۳5 (3 7 2) , 2 3 , 273 , 171 
(v)‏ هل العملة الداخلة ۲ تحمعة ؟ وهل هي تدبلة ؟ 


(۳) هل برحد عنصر ماید ین » آو محاید أيسر» أو محايد بالنسة ل 7 ؟ 


- ۲ - 


Qe (t)‏ العملية الداحديه 7 توزيعية بالنسبة لعملة الضرب العادية ؟ 
الخحل : )١(‏ 


1T1-1-1, 2T13-2-8 , 3 ۲ 2 =3? =9 


و ”8ع 5 ۲ و ح 5 ۲ 23 ع< 5 ]7 (3 ۲ 2) 


2 ۲ 3 ۲ 3(- 2 ۲ 35 2 2 7 243 = 229 


)م7٣ط(‎ ٦٠-a ٣)0 76( : لو كانت 7 مجميعية لتحقى الشرط‎ )۲( 
(2 73) 7 5 à (v) á Ul; cXJ,. No a, b,c ob Lf 
. وبالتالى فان العملة الداخلة ۲ غير تجميعة‎ » 2 7۲ )3 ۲ 5( 

کذ لك فان 7 غير تدله ۰ لد لو کانت کذلك » لتحقق الشرط 
lÎ aTb-oTa‏ کان ط ,هھ من N‏ . ولکننا Lu‏ في (۱) آن 
2 ۲ 3ع<3 ۲ 2 » إدن ٠٦‏ غير تديلة . 

(۴) إن شرط وجرد عنصر aTe=a egi ale‏ أي 
bi ama‏ کان ۾ من N‏ . ومن الواضح أن هذا يتم عندما تکون 
1-ء . إذن العدد 1 هو pas‏ ايد أيمن ل 7 . 

ولو وجد عنصر اند اسر با » ان =a‏ ےھ ]دن أو جح عن أ 
lias. N oga‏ بقتضي الساواة =١‏ ”ن . ولا كان الغرض نص 
على أن 1 - را ایا کان ن من Ub « N‏ 0-134 » وهذا مستحل . 
v ste um ou, X db,‏ 7 . 

هذا » وبا أن العنصر المحايد ل 7 هو ale pas‏ أيمن وأيسر في 
آن واحد » فلا وجود لعنصر ماید بالنسة ل + . 


بت ۳ - 


(؛) إن شرط کون العملة ۲ توزيعية من السار بالنسبة لعملية 
الذفرب أن تحقق الشرط : 
a T (bc) -(a T b)(a T c)‏ 


: أو‎ 
abt miat m ge +e 


أیاً كانت ۽ , ,۾ من ١‏ . ولكن هتم المإواة غير عمققة دوما : فلو 
فر ضنا مثلا a“ =2 =] a£ Ul 1-2,b-1,c-9‏ 4 بيها 





211-2 —*21,.2 2 عوذج . Av,‏ فا الغلية im jy ge T‏ من البار 
سبة لعملة القرب . 

: توزيعية من اليمين بالنبة لعالة شرب © ذلك أن‎  نكل‎ 
VaeN*, Vb,ceN : (bc) T az- (b c) — b*c* — (bTa) (cTa) 

Vb,ceN : (bco)T0—1—1.1—(b T 0)(c T 0) 

ومع sud T ial ob dli‏ توزيعية بإلنسبة لعمليية الضرب 
العادیة > vy‏ غير io js‏ مر السار بالنسية لعيلق الهرب . 

E S -P‏ حموعة. مزودة بالعملة الداخلة التحميصة ۲- » و لنفررص 
م عنصرة مثبتاً من 2 . لنؤود 8 بعمدة داخانة أشرى ٠‏ نحيث يقابل. 
:OE ot AU Lm EXE x,y) gs E‏ 

X*y—xlarTy 
. بين أن العملة + تحمعة‎ (1) 
. كانت العملية 7 تبديية » فان م تکون کذلك‎ da] cl ie (v) 


- = 


الحل : )١(‏ إن » لمحمعة » لأنه أبأ كان i^ x,y,z‏ 23 : 
2 ۲ 2 1 (۷ ۲ 2 ۲ ») < 2 * (۷ ۲ 2 ۲ ) << 2 * (( ۰ ۲) 
(2 7 2 7 ۷ 7 58 ] ۶ << (2 ۲ 2 ۲ ) مع ح (2 * ۲) * ۲ 
ولا کان الطرفان الأینان متساوین ( GY‏ العملة + تجمعة ) > 
نان الطرفن الابسرن مت-اوان » آي آن العملة + تحمعة . 
(؟) لنفرض العملية 7 تبديلية ( بالاضافة إلى کونا حمعية ) عندئذ : 


Vx,yeE: x«y—xTaTty-—(xTa)Ty-(aTtx)Tty 


< 2 ۲ )۶ ۲ ( << 2 ۲ )۷۲ ۲ ۷( < (a Ty) T x 
STINT KS TATE ارو‎ 

وا E‏ 
ج - لتكن + عملية داخلية على المجموعة 8 » وشفرض أن + تميعية 

els € Abas cl,‏ تقل ule | pas‏ امن ف نوات لكل عنصر 

۾ من 5 نظيرا أين /ه بالنسة ل + . نرمز ب ”ج لنظبر ٣ه‏ الأيمن‌بالنسة ل ب . 
)١(‏ برهن أن م ج + مج » وذاك حساب الناتج a^ caca ea^‏ 

: تلفت‎ OV jr 

۲۱) برهن أن ج - ج + ع » وذلك olo‏ ج + نج + ج بطر يقتين تلفت , 

الخحل : )١(‏ لديئا : 

a/-a--a'-a'—a'c-(aà-a)-a" ( iaat = لأن‎ ) 

( 2 نظر (aJ iul‏ وم + و 


( لأن + مجمبعة ) " + )& — (a/‏ — 
La e)‏ عارد =a aa ( E‏ 
ر ”۾ نظير أن ل 4 ) =e‏ 


4۵ — 


: ولدينا من جبة أخرى‎ 
و + و‎ + 2 -a'—a' -a-c(a -a')-—a-a-ce 
| — a' - (a—-e)—a'—a 
. a^-a-e : ob !J 
Ls (v) 
a--a'-a-(a-a).a-—e-a 
ولدينا من حبة أخرى‎ 


2 + ۵ + و جح ه‎ (a -a) 


( استناداً إلى ۰ ( —a-e‏ 
( ع عنصر عابد أيمن ) —a‏ 


. ec a—a ob Ub, 

ملاحظة : زستنتج أنه إذا کانت الشروط الواردة في الى 2 )&( 
de, Gb c dde‏ عندئذ عنصر sas JI doy K e + Je ale‏ 
Ea‏ نظیی او بالنسة ل + . 

6 لتكن 5 مجموعة تحوي أكثر من عنصر واحد »2 ولتككن 15 
جموعة تطبيقات 8 في نفسها » ولنفرض أن ۲ مزودة بعملية ت رکب 
لتطسقات uio‏ تقابل کل" زوج م ,؟ من ۴ بر کها ع ه60 . 

oy (1)‏ أن العملية الداخلية © ليس تبديلية . 

. (هوظ)‎ ġ ikl foU os (v) 


-iY- 


الحل : )١(‏ لا كانت فى المجموعة 8 أكثر من عنصر واحد » 
فمكن أن نختار فما عنصرين متلفين ط ,د . لنختر قطبقين r,s oÙ‏ 
ل 5 في ٤‏ معرفين کا بلي : 

vxeE : r(x)—a , s(x)=b. 
: E من‎ kx ob U من الواضم أنه‎ 
(ros) (x) = r (s (x) ) = r (b)=a, 
(so r) (x) = s (r (x)) = s (a) =b, 
فان العنصرین و ,ء من ۲ غير قابلين لمبادلة‎ » ab ولا كات‎ 
. (عه وعدوه: ) »2 وبالتالي فان العملية ه غير تبديلة‎ 
کي بکرن ] من ۲ عنصراًمنتظماً بازم وبكفي آن بتحقق الشرطان:‎ (v) 
: أولاً‎ 
fog = foh > g=h, 
: أي‎ 
VxeE : f(g(x)) —f(h(3) = g (x) =h (x) 
. وبالتالي فان الشرط الأول بتلخص فى أن يكون © متبايناً‎ 
: ثانماً‎ 
gof —-hof- g—h 
: أي‎ 
VxeE : g(f(x))=h(f(x)) = g(x) =h (x) )۰( 


وکي يتحقق هذا الاقتضاء مهما كان م رط بازم ويكفي أن يكون 


- 4۷ - 


ie f‏ : فإذا كان م غامراً فان uc f(x)‏ أن يساوي أي عنصر 
من ۴ » واالتالي فليست Y) ur g(f(x))—h(fQ))‏ الساواة 
x ob V ) g(x)- h(x)‏ من ۴٤‏ ) . وبالعتكس » فاذا محقق الاقتضاء 
(*) » کان ۴ غامرا » لأنه لو ۶ یکن ۶ کذلك » لترتب علی الساواة 
o3 ) E 33 Y gi (E) d g,h dx g( £69) — h(f()‏ 
4 غير غامر ) . وعندها يمككن ل g,h‏ آن یکونا مختلفین علی (5) -ظ > 
وهذا مخالف ل () الذي يقضي بساوي در عی المعة 5 کل . 

نستنتج ا مسق آن الشرط اللازم والکافي کي يكون التطبيق ؟ عنصراً 
منتظماً à‏ ( ,۳ ) هو آن یکون ۴ متابباً وغامراً ر آي تقابلا ) . 

ملاحظة : سنتناول في الفصل الثالث بالتفصل دراسة جموعة التطسقات 
المتباينة والغامرة لمجموعة 5 على نفسها . 

6 لتكن 5 جمرعة الأعداد الطسعة 5 ,4 ,1,2,3) › ولنعرف 
على j ile S‏ مددة بالقاعدة : 


Vz,beS : a Jb min(a, b) 


( (ط, 2) صنمم تعني أصغر العددين ط , 2 ).. برهن أن )1 ,8(» 
مونوند آيلي : | 

)١( : JH‏ من الواضم أن [_ هي عملية داخلية على 5 » لأنها 
قاعدة تمكننا من مقابة کل زرح مرتب (ظ , ) من عناصر 5 san‏ 


. 5 من 5 هو أصغر العددين ( , 2 الذي ينتمي وضوحاً إلى‎ nu, 


atia 





: 58 ء,ط,ه من‎ ob V حملة تجمعة » ذلك أنه‎ | o) (v) 
و له از 5) ل ه‎ | min (b, c) — min (a , min (b, c) ) — 
— min (a, b,c) 


OE LP Ie mmis b) .]c— min (min (a, b), c) = 


min (a, b,c) | 0‏ = 0 
(۳) ان العده و هر عنص عايد في 8» ذلك a dé V d‏ 
من 5 فان : ا 
ian‏ 
aa‏ 
وهکذا a ) T‏ 5) مونوئيد ٠‏ وهذا dy‏ آبلي لأن : 
ؤ 0 هله =( mo a I b= min (a, b)= min (b,‏ 
-V‏ لتكن م AER p ic‏ في الجموعة 8 المزودة بالعملية. 
الز احله i + inan]‏ برهن ان 4A £6, E‏ جزئة مغلفة ( مستقوة ) 


الف ل" 
JH‏ : لكن y E o^ dues a ١‏ و 
حققان المساواة : 
(a + b) + x = (a + b) + y‏ 
lis‏ | | 
(a+b)+x=(a+b) +y‏ 
a+(b+x)=a+(b+y) (a-t + ih)‏ > 
) ه منتظم ied‏ و 3 و BR +x = b+‏ ج 


icm o 


( 5 منتظم ) )1( لاحت ا ج- 
ونترك للقارىء التثبت من صحة الافتضاء 
(2) ر x + (a +b) =y + (a + b( => x=‏ 
إن () , (2) شتان آنه أبا كان العنصران المنتظان E o^ a,b‏ € 
فان sas atb‏ منتظم » أي أن ط + ه عنصر من و كذلك . وبالتالى. 
فان ع à‏ حزة مغلقة بالنية ل + . 
-A‏ لنرمز ب (2 ,)۳ لمجموعة التطيقات 2 ح © :7 . لنعرف 
و حاصل ضرب » fg e SL F o^ f,g gras‏ معرف بالتاعدة : 
VxeR : (fg)(x) —f(x) g (x)‏ 
العنصر . عن بعد ذلك العناصر النتظمة »© والعناصر القابة للمناظرة 
بالنسة للعملة المفروضة . 
الحل : past aey bew‏ ماید 1 ف ۳ » بازم Í qi ss‏ 
gu‏ الشرط : 
م - + - 1+ : "لزع ] ۷ 
(f I) (x) — (If) (x) — f(x)‏ 
أو : 


f (x) I (x) — I (x) f (x) — f (x) 


أنا كان م من ۴ و× من ۸ . ومن السبل التأكد أنه عندئذ يكون : 


~- Qo دب‎ i 


1 -(1)2 . وبالتالي فإن العنصر المحايد في # هو التطبيق الشابت 
8 1:2 حث li aea‏ كان × من 2 . 
ونترك للقارىء التآكد من أن صمرعة العناصر المنتظمة في 7 هي : 
E—1flfeF(R,R) » f(x) £0}‏ 
ومن أن مرعة العناصر القابلة لمناظرة في ۴ هي ۲ نفسها . 
a,b of - 9‏ عددن حقبقیین مفروضین » 7 dle‏ داخلية على 
8 معرفة بالقاعدة : 
Vx,yeR : xTy-—ax-Fby‏ 
ع ين الشروط التي بحب أن مققها .ده كي تکون العملة ۲ : 
)١(‏ تجميصة . (۲) تبدبلة . 
)١( : JMH‏ لدينا : 
حدم ط + ( 9 + ۲ 2) 2 ح 2 7 ( 0 + ۶ 2) < 2 ۲ (9 7 ) 
2 6 ل بوط 2 21ج - 
ح< (2 ۲ + b (ay‏ + ع 2 ع< (2 9 + ۷ ۵) ۲ ۶ < (2 7 ۲) ۲ ۶ 


۰ 2 2 4 ۷ 92 +4 ۶ و << 


وي تکرن ۳ iant‏ » بازم ويكفي آن يتحقق الشرط : 
"Vx,y,zeR : ax+aby +bz=ax + bay + b?z‏ 
JU,‏ فحب أن تنحقتى الطابقة : 


Vx,zeR : a(a-1)x+b(1-b)z=0 


ی xb‏ حي املد (CAU)‏ ۱ 
o a(a-)-?9, | b(1-b)—o |‏ 
0 إن ak‏ هاتين العادكتن أربعة حاول هي : 
a—b-o, )2 a=b=1 , (3) a=1,b=0 ,‏ ( 
a=0, b—1‏ ( 
di,‏ فإن العملة 7 المرفة نی ile qe ODE goa! E‏ داخلة 
تجمعة على OR‏ 
x Ty-hf , (2) xTyexcty , 0) xTy—x;‏ )1( 
I EN‏ 
T ikal axe t‏ تبديلة » بازم pin dai‏ تمقق الشرط : 
Vx,yeR : x Ty-yTx‏ 
د yet‏ بکافیء 
ay‏ ی Vx,‏ ^ 
gie» [3‏ هذا الشرط » بازم d! a-b-0 ouf ol uie‏ 
lu )a-b‏ ؟ ) . وبالتالي فإن العملية التبديلية الوحيدة + هي : 
Ay.‏ و 
وذلك أيا كان 2 من 2 . 
-١ ٠‏ التكن 5 مموعة مزودة بالعملية الداجلية التجميعية .| ) ولتفترض 
, .؟ تطبيقينل 5 في 5 معرفنبالدستودن : و »ب («)ږع دچ له =(»),؟» 


- OY >- 


حبث 2 عنصر من 58 . أثبت أن : 
O ۶۰‏ 50 وا . و اور 
i ad en‏ تطسقات في 5 . 


ا ( × 1 ( لك 
( العملة :1 Podio (b 1 9 BE Lad‏ 
( وقق تعریف یک ) ا هر هو 

-£ (O68 وش تعريف‎ ( 
— (£, o f» ) (x) (o وفق تعریف‎ ( 


لکن المساواة x o& v £is(x) -(faofo) (x)‏ من 5 بعني أرقن 
6 دی . هذا ونترك للقاری» أمر إثيات صحة المساواة الثانة . 
E‏ کر ( 0 ,26 ) مونوندا عنصره الايد » » 2 عنصیآ من ]2 , 
اثت آنه إذا كان + قابلا ب obea pb a‏ 
a’‏ كين فابلا للسادلة b ga‏ 

افل mmc uU:‏ « فإن 

^ bO(aOa)-(aOa)Ob (*) 

وبا آن ااعملة 0 تجميعية » فإن الطرف الأيمن من (*) بساوي 
g. aO(z Ob)‏ أن الطرف الات l 2» (*)co‏ 


850 وه 0م‎ = (bOn Oa ٠٠ (iaat O العملة‎ ( 
:2)006(0200 ) 6 مع‎ ja) 


- ofr - 


= a O (b 0 25 ( inat O ihal ) 
. وهكذا فإن المساواة (*) تقتضي المساواة‎ 
a O (b O a^ — a O (a' O b) 

الي ie x‏ استناداً إلى bOa' -a' Ob sl 4L [| -ri]‏ € 
التي تعني أن “د قابل للسادلة مم ط . 

۲ - لیکن (ه,ظ ) مونوئیدا 2 د عنصرا من 8 . برهن أن 
المجموعة ه الني كل من عناصرها قابل للمبادلة مع a‏ مغلقة بالنسبة ل Lo‏ 

الل : نلاحظ قبل كل شيء أن العنصر الايد ع ل ه قابل الميادلة 
٠‏ مع » لذا ob‏ في عدخ . بعدئذ نرى أن : 

(العمللة ه مخمسيصة) Vx,yeA : ao(xoy)-(aox)oy‏ 

—(xoa)oy ( xeA) 

-xo(aoy)-xo(yoa)-(xoy)oa (yeA 3&x€ o) 

وبالتای فإننا ثرى أنه إذا كان بر , » أي عنصرين من ه فإن بره » 
عنصر من ۸ » آي آن امحموعة الزلة ۸ من ع مغلقة بالنسة ده . 

۳ لتحعن ( 8R‏ ع ر,×:(ر,×) ) =8 » وللعرف‌العهلة التالة : 

Va,x,yeR : a (x , y) - (a x.a y) 

ما نوع هذه العملة ؟ 

الحل : إن هذه العملة تطبيق ١‏ 5< في 5 » وباتالی فبي ملة 
جبرية خارجية يسرى ( قانون تشكيل خارجي pes‏ ) فى 5 » وساحة 


المؤثرات البسرى لهذه العملية هي جموعة الأعداد الحققية . 


- ei - 


-١ 6‏ لتكن 8 جموعة مزودة بالعملية الداخلية ر € ٠‏ ولتقايل كل 

منصر ۾ من ٤‏ بتطقن ل 8 في ٤‏ : 
ICES oa due‏ 

(۱) هاذا تعني العلاقتان ل ¡ = ,ج = ١‏ بالنسبة idi TT‏ هو 
(E FEJ GU! g‏ 

(؟) ماهو الشرط الذي يحب أن تحققه | حتى يكون : 

VaeE : f,—g. 

(ع) برهن أنه إذا كاث ( 1 ,8 ) مونوئداً » وکات a "ab‏ 
نظير مه بالنسة ل | » فإن كلا من .ع ,.؛ يكون تقابلا ( أي تطبقاً 
Gus‏ وغامراً ) . 

(؛) ماهو نوع العنصر د إذا کان کل من التطسقین fR, g‏ متبانناً ؟ 

(ه) للفرض الان آن العملة زر ibay laet‏ . بين أنه إذا 
وحد عنصر ۴٤ j^ a‏ مت یکون X f,‏ « فهنالك عنصر ci Jale‏ 
ما أن هج نکون عندئذ قابلا لناظرة 

١( : الحل‎ 

f,—g-idg« VxeE : f (x)= g. (x) = i de (x) 

0 ۱ ۳ : ۶ | 2 ح-‎ 2 |  < 
وهذا بعني آن العنصر م الذي محتق العلاقتين ,م0 1- يع -.؛ هو‎ 


. 1 -J ale pas 


(r) 
^VaeE : f.—g. Ex ۷ 2, ۲ > ۳ f, (x) = ga (x) 


Va,xcE : * 1 2-221‏ — 
وهذا يعني أن الشرط اللازم والكاق ge‏ بکون Vae E: f,-g,‏ 
هو ان کون ibas | ALI‏ | | 
f, ò} (Y)‏ تطش متباین لان" : 
f(x-—f(yexlacyla‏ 


=> x —y 


( [1-72] 41 I! ) 

۱ كذلك f, ob‏ تطستی غامو > ذلك أنه أا كان TT jd‏ 

Bori yes 0‏ حقق ا ۱-۴١ [| a=‏ ], » أو 
JU, f=‏ فإن التطبيق ۴ غامر MIS‏ 

وا كان m Gs f,‏ فهو تقایل . ونم إثبات أن J5 g.‏ 

(؛) إذا كان كل من .ع ,© des‏ فإنه arit‏ الام 


f. (3) — f (y) جب‎ X-—y , Ba (x) = g. (Y) = x=y 


وبالتای فان : 
لاجد ج ۷ [ 2 < ۶ 1 2 و x=y‏ > 2 [ ۷ < 2 | 5 


. ]۱ -۳۳[ فإن 2 عنصر منتظم‎ F 


-0"1 — 


(ه) تفرض b‏ عنصراً اختباریا من ظ . 1ا كان ,4 تطيقا متبايناً 
وغامراً ل 5 على 8 فبنالك عنصر وحصد + من ظ محت f(x)-b‏ 
أو .xlacb‏ لترمز 5 Lal e‏ ( الوحيد ) من Jie SIl E‏ 
۾ = a‏ | . سنبرهن الآن على أن ع عنصر 405€ J‏ ل . 

إذا أدخلنا في اعشارة gb‏ | تجمعية وتديلة محد : 
elb-el(xla)j-el(alxj-(eiz1x-ailxe‏ 

-X|aeb 

. 1 كان ط عنصراً اخشارياً من ع فإن ء عنصر محايد أيسر ل‎ U, 
وبالتالي‎ » J ol ale pas » لکن العطلة ر تبدطة » ادن‎ 
LJ ale jas 

إن د قابل للناظرة بالنسة ل ر » ذلك أنه لما كان ؟ تقابلا » 
فينالك عنصر وحيد » ولحكن 'ه يحقق الشرط ع - (0ه) . »أي 
» - 21 . ولکن العملة زر تديلة فرضاً » اذت فالعنصر 'ج محقق 
العلاقتين : ».- وج - جرج » وبالتال فإن /ه نظير J‏ 3 بالنسة د ز . 

۵ - لتکن ند جوعة مزودة پعملتین داخلتین + »۰ » وانفرص 
وجود منمرین عابدین جر ع لد جوم کی ا رش ا 
Vx,y,u,veE : (x-y).(u-v)-(x.u)*(y.v) (1)‏ 

(أ) إلام تؤول العلاقة )1( fx-v-e,y-uc-e bx‏ 

(ب) أثت تطایق العملتن + » ۰ . 


(<) برهن على وحود خخواص P Las‏ ; 


- ev - 








: فى هنم الالة‎ yas (1) AX o] 0) J 


(e+ e).(e +e) = (e. e) + (e . ¢)‏ 
سكن : 
ale s oc)‏ ل + ) عم حدم باع شاع باع 
eg)‏ ايد ل ٠‏ ) عسماعشسعرع 
إذن تأخذ العلاقة () الشكل : مب م-ع.ع . ولما كان 
ع سع.ع مدو عمسم بع ( لاذا ؟ ) فإن : العلاقة (1) تغدو مساواء 
بين العنصرين الحايدن »,ع . í‏ 
(ب) إذا جعلنا في العلاقة (1 ) ع - د - بر » فإنها تبقى صححة » ونجد : 
v) -(x.&e) - (e. v) (2)‏ - &(.)€ + ) 
,4*3 استناداً إلى (أ) : 
| اد مس با جع m‏ 
وإذا لا حظنا فضلا عن ذلك أن : 
X.£-X , &.V-V‏ 
فان العلاقة o)‏ تكتب کا بلي : 
X.V-—-X--v |‏ 
ولا كانت هذه المساواة صححيحة أبا كان GAIA Gb E G^ x, v‏ 
+ > . متطابقتان . 


oot d M SF‏ ا ou‏ فى 


00000 


SU X 

| (x + y) + (u + v) = (x + u) + (y + v) (3) 

فلو وضعناء  -‏ » لوجدنا أن (3) (التيتبقى صحبحة) تغدو علىالشكل : 

x + (u + v) = (Xx + u) + v 

ولا كانت هده العلاقة صححة o^ x, y, vob h Gp‏ 1 »فان 
العملية + ( أو . ) تجمبعة . | 

أما لو وضعنا في (3) 2 --0-» »2 لوجدة : 

(e + y) + (u + e) = (e + u) + (y + €) 
: أو‎ 
y+u=u+y 

ولا كانت هذه المساواة صحصحة فرضاً أبا كان العنصران y yu‏ 
ob c E.‏ العملية + (أو . ) تبديلية .. 

a,« (E, T,) d CE, T) J Uxiosssl ٤ لکن‎ - YA 
E a, = f(a) منتظماً في ( ۲ ,ع ) . أثبت أن العنصر‎ es 
. (EK, T) é 

الحل : ليككن بن , ,»« عنصرين اختاريين من ,8 » ولنفرض صحة 
المساوأة fob lr. a Tix = a T, y,‏ إيزومورفيزم فېنالك عنصران 
) وحیدان E x.y(‏ — (ر)؟ = رر , (×)؟ = ,× . lima,‏ 
DÀ d‏ : 


2, ر]‎ ۶ < 2, Tiy S f (a) T, f (x) - f (a) Ti f (y) 


—- 04 - 


e f(& T x) - f(a T y) ) ؟ إيزومورفيزم‎ ( 


—»aTx-aTy 00000 | ( ol f ) 
=> X= ¥ AEQ da). 


d t(x) = f (y) = x, =y, EO 
وهكدا نكون قد وحدنا‎ 
a, TE, Tiy > X% Ey 
XxX Tia =y fra > x =y, 
. E, à p 795 a,-f(a) ob AU, 
S « (E, T) à (E, T) لیکن ۲ هومومورميزما ل‎ . Ay 


S, عات‎ fe E (^ خالة‎ epui if 


Jn 5‏ برهن 3 (S do s m‏ جموعة جزئية ملق نی 
0 (ب ) برهن آن اشال العكسي f—(S,)‏ 2 : 
f()eS) — 0‏ » 5645| -(1)5, 
dl, à au ^‏ فى 8 . 
(أ)انظر [0ه-١]‏ . 
(ب) ليكن ,و.رو أي عنصرين من )8( £7 ؛ إذن f(s), f()‏ 
بنتمان إلى ؟ . ولا كانت ,8 مغلقة فرضاً بالنسة gU os « T; J‏ 


اب - 


۰( (,5) 4 بنتمي إلى ,8 . وعا آن هذا الناتم بساوي (وه 7 ,ع)؟ 
| ) لأن 1 هومومور فيزم ( $ فان )2 v . f (8, T‏ إلى ,5 . و Juv‏ 
خن ,۲۰ یه عنصر من (,1)5- cd liage‏ أن (,5-1)5 جموعة جزئة 


- ١ -= 


23M Le vuv 
:: علية معرفة على جمرعة الأعداد اعلقيقية بالقاعدة‎ ٠ لتكن‎ -١ بم‎ 
Va,beR : aob-a-cb-ab 

رهن آن العملة ه تبديلية وتجسعية . هل مملية الضرب توزيعية مر 
السار بالنسة للعملية ه ؟ . 

-١ 8‏ اكتب كل جداول العمليات الداخلية (zy) le ed ge‏ 5 » 
وعن ما کان ما تبدیلاً آو تحمصاً . 

8 هل الطرح جملية داخلية على كل من المجموعات. الآقة وماذا‎ - ٠ 

)1( مجموعة الاعداد المححة . 

(؟) مموعة الأعداد الصححة الموجبة . 

(v)‏ جموعة الأعداد الصمحة التي تقبل القسمة على 3 ؟ 

del o^ pil هل مملية الضرب توزيعية من السار بالنسبة‎ 9١ 
. جمرعة الأعداد الحقيقة . اعط بعض الأمثة لتوضيح ذلك‎ 

DES d‏ رمز ب ص لعملية المضاعف المشترك البسط ( مثلا 
بين ما إذا كانت هذه العملة تتدبلة أو ت#ميعية » ثمبرهن 
بالنسبة لعملية اجمع العادية . 


ém 15 = 30‏ ( ۰ 
m ol‏ بر توزيعية من UJ‏ 
yy"‏ لتكن _ علبة داخلبة معرفة على جموعة الأعداد المقيقية بحيث 


Va,beR : al b-max(a, b) 


5 - 





] ( ,2 )122 تحني | كير العددن (a, b)‏ | , دی ما إذا كانت, 
bad L ilaaj‏ » وهل هي ia jy‏ من امن بالنسبة baa‏ الحم ؟ 

.Y $‏ لتکن ه ملة داخلة uay | n ü yaa‏ 5 . معن ٠١‏ إذا 
كانت sda‏ العملة تخصمصة f ¢ Ll a yl‏ آدر س وين غنصر مايه J‏ 0 € 
ووععود عناصر ner‏ للساظرة بالنسة à 0 J‏ کل من اغالات ال i3‏ ^ 





VX.vyEeN* : xoy-x' : ¢ E=N* (۱) 
vVX,yeR : Xoy=x+2y » ی‎ < (Y) 
à 
EX rA الاسعة ااطلقة ۷ ,ه هي ملة جمع‎ ic pE هي‎ E (Y) 
e قاعدة فر ب الاشارات‎ go, E- (Ct ,-) (t) 
UO F--.,-0--—, —0t-—, -0-=+ 


: العملة‎ g* o € E- NXN (e) 


YX.y,XQ,y€eN : (x,y)o(xu,y)-(xt*X,y-cty) 
iut ترط علتان داخلتان 1 , ه على‎ ol من المکن‎ -۵ 
: بالعلاقة اثتالة‎ 
VX,y,zeEbE : (x »|yez-x | (y * 2( 
اعظ مان‎ 


i ۹‏ ن العملة a D‏ المجموعة q,r,s!‏ وم) المثلة 
المدول الجاود هي led‏ وتبديلية . بين “كذلك وجوه عنصر عمايد 
ol «n ٠‏ لكل عنصر DJ Ra TA‏ | 


4p -~‏ مت 


۲۷ أوجد علة داخلة على iyt‏ مؤلفة من عنصرین ظ ,2 بج 
رن هذ. العملية مجميعية وغیر تبدیله . 

ثم أوجد على هذه المجموعة حملة تبديلية وليست تجميعية 
بم”- نعرف على il^ E-(a b,c)‏ ضرب وقق ما يلي : 
fica. b? =b, c -c, bc-cbc-a, Cca-aceb,‏ 


ab-basc 

برهن أن هذه العملية الداخلية التبديلية غير تجمبعية . 

۲- لتكن & علبة داخلة على المجموعة 8 »© ولنفرض وجود عنصر 
J e ale‏ . برهن أن الشرط اللازم والكفي حتى تكون العملية 
تعمعة وتدبلة هو آن تتحقق الاصة التالة : EE‏ 
Va,b,c,deS : (a * b) * (c 3 d) - (a a c) (b a d)‏ 

٠‏ إذا كانت 7 مملية داخلية تجميعية على جموعة 8 © فاثبت 
صحة ما بلى : ۱ | | 


- ٩٩ - 








Va,b,c,d,feE : (((laTb)ToTd)Tf- 
— aT (bToc)T (d T f)) 

5 نقول عن عملة داخلة 0 على مورعة 5 » إنما قابلة للقلب 
دا محقق الشرط التای : 

ايا كان العنصران a,b‏ من 5 » افنالك عنصران 2,5 من 5 c4‏ 
نکون : 9 دج 0 و- 0 2 ۲ أوحد عمدة داخلة قابلة للقلب على المجموعة 
S-ía,b,c,d)‏ . 

ما هي الخاصة المميزة الى e‏ » حدول هده العمللة . 

F oO ۲‏ جموعة تطبيقات المجموعة 8 في نفسبا . هل يمكنك 
تصور LL‏ خارحة فى E‏ ساحة F diy‏ ? 

e (ouo Lenis Ri E-(e,a,b,c) o2 -YyY 
٠ بالعلاقات‎ à Leal عمهر اند شده العملئة . و لاجدد هده‎ 
a? = 92 < عد ةن‎ bc-cb-a, ca-ac-b, ab-ba-c 

بين أن هذه العملة تتديلية وتحصعة » وأن كل عنصر من 5 

ع إل eli iur E o‏ الستقيمة من مستقیم م LEN‏ 
الأعداد الطيعية . هل E j iele il? wad AK:‏ ساحة موترانها از ۲ 

0 ان کل عنصر منتظم ۾ في موعة o illa ile lle ٤‏ € 
بقی CER‏ في أبة بجموعة جزنة مغلقة بالنسبة ل ه . هل العکس صحح؟ 


E oL EM‏ جموعة مزودة بعملية داخلية neN*«T‏ . بين أن 


Bene - 10 . 


التطبيق المحدد بالقاعدة : 


Sa s uen 
. خارجبه‎ bye ile j 
f:N < 2 د . برهن أث التطبيق‎ - ) 3*| × ٤× ( لکن‎ ۳۷ 
. ) ۲, .( إيزومورفيزم ل ( + , ۸ ) علی‎ » f(x) = 3“ العرف بالقاعدة‎ 
به م- لتكن المجموعة © المزودة بعمليتي ا مع والضرب » ولفرص.‎ 
عبو,* | 2 مرير+ع )عط‎ © (( 
. برهن آن ع مغلقة بالنسبة لعملبي ا مع والضرب‎ )١( 
e Cub Tu E مغاير لاصفر من‎ Las QE ol oy (v) 
. لجع ونظيرا آخر بالنبة لعملية الضرب‎ 
ak! XH (م) برهن أن البنة البرية ( . , +,8) إيزومورفة‎ 
: للجمع والضرب وفق القاعدثين‎ oclo lle التي نعرف‎ 9> © 
(x, y) + (x1, Y1) = (x ^x,,y * yi) 
(xy) G9, y) 7 (xx, *2y y, x yo 9 y xj) 
« (deN* ) Yd. ب‎ VT os استعضا في دراستنا هذه‎ du] (8) 
f 48 (vr) - )١( النتائج‎ is ge d dae نما هو الشرط الذي يحب أن‎ 


- ٩ 


d cra 
Art عرار‎ yh) cae i! ابر غرار‎ 


۱ - ۲ موعة الأعداد è Peano plu sgalag ñanka‏ يعد العدد. 
الطبعي أول مفبوم رياضي أوجده الفكر البشري يسبب حاجته لتعداد. 
الأشاء المحطة به . ولقد درست خواص موعة الأعداد الطسعمة : 

N-(0,1,2,... ) 

بشكل حسي وحدمي منذ زمن قدي ثم أعظت هذه المجموعة du‏ 
محرد: ماسکة انطلاقاً من مبادیه آساسة تسمی عادة « مبادىء سانو ١‏ 
a S i‏ فا بلي : 

. الصفر (0 ) عدد طعي‎ - N, 

ولا - لکل عدد طيمي ه صدد طبيعي آخر وحیه بله نرمز له 
د a+‏ وبصورة خاصة تكتب : 1= +0 . ۲ 

وعلى العكس إذا كان ١ع‏ د فإن هناك عددا طعا آخر AL‏ 
العدد ج . 


. ۱۹۳۲ 9 NASA O9 Plo Jil عالم رياضي‎ (*) 


ول( - لا عکن آن کون العدد الطببعي » الذي بلى Lab Toae‏ 
آخر »› صفراً . l‏ 

. کاا متساوین‎ nab إذا ولى عدد طعي واحد عدديئن‎ - N, 

. وحققت الشرطين‎ N ۔ إذا كانت ۲ محوعة حزنة من‎ N 

9 68 , (he E b* c E) 

E-N کون‎ «b 

۲ _ ۲ تفسبر میادیء بیانو : 

و - يعرف المدأ الأول عدد طعا نميه صفرا فامحموعة ۱۷ مموعة 
غير خالة إذ آنا تحوي على الأقل هذا العنصر . 

؟ - fadi Lha‏ الثاني طريقة لبناء هذه المجموعة اعتباراً من عنصرها 
الأول - الصفر - فبي مكونة من الصفر والأعداد التي pa aa‏ 
بإيحاد عدد يلي عددآ من 1۷ . وینتج عن هذا آن جموعة الأعداد الطبيعية 


غير منتهة » وأنه عندما نتابع تكوين الأعداد الطبيعبة فسوف لن نقع على 
عدد سبق مروره (انظر التمرين ۴٩‏ ) . 
e la gu ol us - ۳‏ رمزیاً الشکل : 
at =at = ama‏ 
وآن نستنتج آن التطسق ۶ :. + و a‏ 
que‏ کل عدد طبيعي لا يساوي الصفر خالاً لعدد طنعي وحند 
خبو تقابل بين المجمرعة N* = N - (0) NUM N‏ . 


5 14 - 


؛ ‏ إن البدأ الأخير بعطي db b‏ البرهان بالتراجم : في Liab)‏ 
لنفرض أن 8 جموعة جزئة من 3 معرفة مخاصة معنة نرمز ها بالقضتة 
(د)م حث و« متحول انحموعة ظ . فإذا كانت هذه القضة صحهة من 
أحل of. (0€ E) n-0‏ استنتاج صحتها من Je!‏ + م انطلاقاً 
من فرض صحتها من أجل ط- 0« وذلك مها كان d! he E‏ : 

8 ع *ط — VheE‏ 

فإننا نقرر استناداً إلى هذا البدأ أن هذه القضة صححة من أجل كل 

. قمة د و آي‎ 
VneN : P(n e E-N 

ويمكننا أن نرمز لكل ماتقدم بالعلاقة المنطقة : 

(P()A(VheE : P(h - P(h*)]) > E=N 

۳ - ۲ ملاحظة : یکننا تعمم مدا التراجم بالشکل التالي : 

+ إذا كانت 5 جموعة جزنة من ۷ وحققت الشرطن التالن‎ DN, 

heE , (qcE-»q*cE) , qzh 
E-N-1(0,1,...,h) : فان‎ 
عققة ٠ن أجل ط - د › وتنتج صحتها من.‎ Pin) أي إذا كانت القضية‎ ' 
من أجل © - در فنها تکون صحيحة من‎ pne أجل + -« عند فرض‎ 
. أجل كل عدد طبعي طح ه‎ 

؛ ‏ ؟ نفة حموعة الأعداد الطسعمة : بعد أن كونا جمرعة الأعداه 
الطسعية سنحاول فيا بلى بناء هذه الجموعة أي تعريف علاقات بين da polie‏ 
و ملنات داحلة علما . 


- ۹ - 


ه - ۲ جم الاعداد الطمعية : إن أول حملة داخلية نجرا على 
الأعداد الطبيعية هي المع وترمز له عادة ب + وذلك بأن نقابل بين كل 
زوج مرتب ( ,× ) من الأعداد الطبيعية وعدد طببعي آخر نرمز له 
ب + ونسمه « جموع هذین العددین » . نعرف هذه العملة بطريقة 
التراجع انطلاقاً من المدأين التالين : 

)1( VxeN ۶ + 0 < : A, 

(2) Vx,yeN x+y*=(x+y)* : A, 

ويعني المبدأ الأول أن الصفر هو عنصر محايد أيمن لعملية المع کا 
يعني adl‏ الأخير أنه إذا كان ر + × معوفا فإن المجموع ++ »× 
يعرف بأنه العدد الذي بلي العدد ر + × وذلك ميا ڪان العددان 
× ورمن N‏ . 

نفوض فى هاتين العلاقتين أن ل × فمة معنة ولکنا كفية بخ 
يثل ر متحول مجموعة جزئية من N‏ نرمز لها ب 4 ونفوض أت المع 
معرف من أجل كل عنصر منها . تبين لنا العلاقة (1) أن لم توي 
الصفر على الأقل أما العلاقة ( 2 ) فإنها تبين أنه إذا كان المع معرفاً من 
أجل ب فإنه معرف من أجل +ر أي : 

[(oeA) و‎ (ye A > y+ eA)] > A-N 

فاستناداً إلى المبدأ ( N‏ ) يكون المع معرفاً على ١‏ كاملة وبصورة 

: خاصة سكون‎ 
x+0t =(x+0)t <> x+1=xt 


- Yo -= 


إن إضافة العدد ( 1) إلى × بعطي العدد الذي بلي × وذلك باعتبار 
( 1 ) هو العدد الذي بلى الصفر . 
۵ - ۲ خواس جمع الأعداد الطبيعية : إث اجمع يتمئع بالخواص 
JUI‏ & : 
)١(‏ إن اجمع مملية داخلية تجمعية ( قابلة للدمج) (انظرالتمرين؟؛) : 
VxyyyzeN : (x+y)+ 2 =x + (y + 2)‏ 
akl òl (v)‏ عملبة داخلبة تبديلية ( انظر التمرين 4۳ ) : 
Vx,yeN : x+y=y+x‏ 
ينتج عن هذه الخاصة وعن المدأ اله أن : 
+3 ع كز + 0 س 0 + ع 0 : VxeN‏ 
وهذا يعني أن الصفر هو العنصر اغجاید لعملة جع الأعداد الطبيعة . 
(v)‏ إذا كان db inab gae a,b‏ يكون : 
a+b =0 <> a=0, b =0‏ 
( انظر التمرين 6؛ ) . 
ينتج عن هذه الخاصة أنه لا يوجد لأي عدد hal $n unb‏ € 
نظبر بالنسبة للحمع » فالعملية المعا كسة للجمع غير معرفة على 20 . 
ile (t)‏ جمع الأعداد الطبيعية قابة للاختصار أي أن كل ع ده 
طبيعي عنصر منتظم ٠‏ بالنسبة هذه العملة ( انظر التمرين 6؛) أي : 





)١(‏ يعرف ألء:صر المنتظم بالعلاقتين الواردئين في ]١-++[‏ وعندماتكون العملية 
لبديلية يكتفي بواحدة فقط من هاتين العلاقتين كااقي أوردناها في رأسالصفحة التالية . 


- ۷۱ 


VxeN : a+x=b+¥X => 2-80‏ 
د م ملاحظة : با أن جمع الأعداد الطسعية ibas iL‏ وتجميعية 
فإنه يمكتنا أن نبادل بين مواقع الأعداد المجموعة دون أن p ax‏ 
المع . وهذا يعني أنه لتكرار مملية المع يمكننا أن نبدأ چذه العملية من 


٠ عادة‎ Py Jo y وبالترتب الدي‎ Sal حت‎ 


atat.. +a D a 


بط ” علاقة التراجح فيالمجموعة N‏ : إذا كان معموء و a=b+c‏ 
قلنا إن ج أكبر من ط أو إن 2 يكير ورمزنا لذلك بالشکل : 


ab 
b < a 


وإذا كان من الممكن آن نعطي لعدد طعي واحد رمزین متلفن. 
وكان من الممكن أن يكون وه فإننا نعرف علافة تراجم المعنى 
الواسم بالشکل التالي : 


| جه مغج , 9+6 < 2 


وبرهن بسپولة آن العلاقة >> هي علاقة ترتسب كلي على ON‏ 
ما أن عملية المع وحيدة القيمة وتبديلة ومجميعية وقابل لاختصار 
al‏ عکننا Do ol‏ 


vVdeN‏ , 6 + (0 + ها) ع< 0 + ج جح + ط - جح 


وهذم العلاقة تكافىء العلاقة : 
9 بو < 0 + ج جه azb‏ 
ونقول عن هذا « إن علاقة التراجح المعرفة على 2۷ منسجمة مع 
ملة ابلم ۲ » . | 
إذا تذ کرنا أن العلاقة << متعدية فانه يمكتناتعميم ماسبق بال ش ككل التالي : 
a>b = a+c>b+c‏ 


5 2۵ + 6 > b+ d 
c»d — 9+ وا دی‎ + J 


نفسر ما تقدم بقولنا و يكن جع متراجحتين من اتجاه واحد إلى 
بعضها وذَلك بأن نضف إلى كل طرف من المتراجحة الأولى الطرف المشابه 
له في الوضع من المتراجحة الثانة » . 

م ۲ فضل عددین là] : amab‏ كان ط << ۾ فقد رأنا أعلام 
L£ x gab ae ay «i‏ كرون + ادج » a Jx y‏ 

idila عرفنا في [ ۱-۳۷] انسجام علاقة تكافوٌ مع خملية‎ ad (x) 


ويمكننا أن نعمم هذا التعريف فتقول : عن علاقة lej RUL‏ متسجمة مع 
العملة -- المعرفة على المجموعة ذاتها فيا إذا كان : 
x &y << ) ۲ 2( 8 )۲ T 2(‏ و Vx,y,zeE‏ 
XR y = (z T x) R (z T y)‏ 
وبصورة خاصة نمرف انسحام العملية - مع علاقة الترئيب > : 
©> ]7 ۳ > 6 1 2 


Va,b,ceE,acb — 
cTa-ccTb 


- vv - 


عن ط ونکتب دك بالشعل : 
x-a-b‏ 
وكثيراً ما نقول إن Jole » x‏ طرح 8 من 2 . 
إن العدد × وحد blade deg J GY‏ × ,× بمحققان ما سبق 
«b‏ يكون : 
a=b+x=b+x > x=X‏ 
لأن جمع الأعداد الطبيعية قايل للاختصار . 
نسمي العملة اتي نرمز ها ب (- ) طرحاً وبا أن : 
x=a-b =» alb‏ 
فإنه لس لعملة الطرح هذه معنى إلا إذا كان ط < 2 فبي غير 
معرفة من أجل كل زوج من عناصر 21 فبي إذن ليست حملية داخلة 
معرفة على ۸ . 
يتمتع الطرح بالخاصة الأساسية التالية : 
a — b = (a + c) - (b + c)‏ 
والتي نذكرها بقولنا « لا يتغير حاصل الطرح عندما نضف إلى حديه 
la, faac‏ » (لاذا ؟ ) . 
و - + الضرب : الضرب مملية داخلية نرمز لها ب (*) ونعرفها على 
N‏ بالدآن التالن : 


VaeN 2*0 - 0 - Pi 


Va,beN , axb*-axb-a - P, 


- yt- 


: بصورة خاصة‎ AÈ y. 
ax1=a x0” =axO0+a =a 
ax2 =ax1* =axl1lta = ata 
. وهكذا‎ 
حالة ضرب‎ da (e) وقد أصطلح أن بستعاض عن الاسارة (<) ب‎ 
حروف بیعضبا عکن حذف کل من هاتتن الامارتن‎ 
: خواص ضرب الاعداد الطسعة‎ ۲ - ۰ 
: الصرب علية نوزيعة على المع ( انظر التمرن بج ) أي‎ - ١ 
Va,b,ceN : a(b+c)=ab +ac هد‎ (b +c) a=ba+ca 
: لضرب ملة مجميعية ( قابلة للدمج ) ( لاذا ؟) أي‎ - ۲ 
Vx,y,zeN : (x y) z = x (y Z) 
: تبديلية ( انظر التمرين 44 ) أي‎ UA oi" y 
Va,beN : ab- ba 
ادا كان حداء عددين صفراً فان ادها عل الأقل صفر‎  ؛‎ 
: انظر التمرين .5 ) أي‎ ( 
a.b= 0 > a=0 ظ أو‎ - 0 


N ed all 2 i3 ه - إن حملية الضرب منسجمه مع علاقة‎ 
: انظر التمرين ١ه ) أي‎ ( 
VceN : axb =» acc bc 
VceN*: a«b - au < bc 


~~ VO- 


وبنتج عن هذه الخاصة إمكان ضرب متراجحتين من اتجاه واحد . 
في الحققة إذا كنا آمام التراجمتین : 
ab , c<d‏ 
فانه مكننا ضرب الأولى ب » والثانة ب ط فنجد : 
a.C «b.c , b.c«b.d — a.c b.d‏ 
وذلك لأن علاقة الترتنب > متعديه . 
٠‏ - ۲ التقسم - مضاعفات عده - à SE‏ عددآ طيعاً وليكن. 
م التابم العرف علی ۸۲ بالعلاقة : 
VY = ax‏ أو X y, ax‏ 
نسمی y‏ مضاعفاً ل ۾ وسكون خبال e N‏ وفى هذا التابع » جموعة. 
مضاعفات 2 الي نرمز لها ب 2£5M(a)‏ | 
M()-(0) , M1)-N , M(a)-(0,a,2a,...)‏ 
إن التابع م الدي آتنا ge‏ تعريفه هو تقابل ( تطبيق نالي الجانب ) 
بين y N‏ (36)4. من أجل وعبدج يكون التطبيق ا معا كس ل ۶ هو : 


—1 
a Æo 7 pio أو‎ X y 


a a 
غير موجود إلا إذا كان لا من‎ ۴-١ إن × خال ر في لتطیق‎ 
عندها إن يقم ر ورمز لذلك بالشكل 2۲ آو‎ Jui, a مضاعفات‎ 
. إن ۾ قامم ل ب أو إن ر بقل القمة على ۾‎ 


د كلا - 





77 اووس d‏ اه 5 
نستنتج مما تقدم أن : 
VaeN : 1|a , a|0 , ala‏ 


-غبي إذن علاقة ترتسب حزْلي معرفة في المجموعة ON‏ 


برهن بسپولة على أن علاقة ( يقسم ) منعكسة » متعديةولا متناظرة 


p Y M‏ الاقلدي : إذا gae a,b Q6‏ طعن فانه 

ببرهن ( انظر التمرين #ه) على وحود عدد طبيعي وحبد ني بحيث يككون : 
bq x a « b(q 1)‏ )* ( 

نسمي عملية إيحاد العدد oq‏ تقسها اقليديا » ونسمي و مقسوماً و د 
مقسوماً عله » آما و فانه بدعی و اتج التقسم الافلدي » . 

ينتج عن العلاقة ( * ) أنه يوجد ع دد طبيعي وحيد + يصغر ط 
حنث يكون : 

| a-bq-«r 

نسمي العدد 2 العرف باللکل السایق « باقي لتفسم الاقليدي 
(xps‏ 

۲ - ۲ قرین : هل التقيم الاقلدي , الذي يربط بين كل زوج 
مرتب من الأعداد الطبعة واتج التقسيم الاقددي للمركبة الأولى على 
المركبة الثانة لهذا الزوج » عملة داخلية معرفة على B], N‏ كان ذلك 
ادرس خواص هذه العملة . 

۳ _ ۲ علاقة التوافق : إذا كان ه عدداً غبر معدوم وإذا كان 
اقا قسمة العددن y a o] US ov Ul n de (a, b)‏ ط قياس 
Modulo n ) n.‏ ) و كتبنا ذلك بالشكل : 


a zz b (mod n) 


-YV -= 


امه : 
(mod 5) , 0=7(mod 7) , 11=3 (mod 4)‏ 17 = 12 
بعرهن بسبولة غلى أن هذه العلاقة منعمكسة ومتناظرة ومتعدية فبي. 
إذن علاقة تكافؤ محزىء المجموعة 26 إلى أصناف تكافوٌ إذ أنه مها كان. 
العدد dl 6 ae N‏ قسمته على م سکن واحداً من عناصر انحموعة : 
n-1]-2 (0,1,2,...,n- 1)‏ ,0[ 

إذا كان # عدداً Lab‏ من هذا الجال فإن موعة الأعداد الطببعية. 
الموافقة ل + قاس ue n‏ صنفاً توافقاً قاس د ونرمز له بالشکل : 
(r) - (r,re-n, r«2n, ..., r-«q.n, ...)‏ 

وإذا كان )7( T1453 ae‏ مانکتب () = (ه) ونقولإن الصنف (ه) يساوي 
الصنف () وإننا اخترنا ع مثلا لهذا الصنف . 

مثال : إن أصناف التوافق قباس 5 هي : 
... و15 ,10 , 5 ,0 - (0) 
... ,16 ,11 , 6 و 1  )‏ (1) 
...,1 ,2,7,12(-)2 


(3)-(3,298, 1, 18,.. 


+ 
X‏ بت سينا | میت سب 


...و 19 ,14 ,9 ,4 5 ع (4) 


)0( نا (1) نا‎ (2) U (3) U (4) = N 


- ¥4 - 


: حواص علاقة التوافق‎ ۲ - ١4 
لیکون عددان طسعبان متوافقن قاس و بازم ويكفي رت‎ - ۱ 
: يكرن فضلبل من مضاعفات العدد و ( انظر التمری به)‎ 
2 < ( , و‎ = b (mod n) <> a— be M(n) 
dl (eo de el) n يمككن جمع علافتي توافق من قباس‎ y 
: ١ أن علاقة التواقق منسحمة مع عملة ابلم على‎ 


a = a' (mod n) 
| => a+b = a + b' (mod n) 
b = b’ (mod n) 


وبصورة خاصة فان ۰ 


p 
||| 


a' (mod n) ) = a+b = a’ +b (mod n) 
= b (mod n) ۱ 


5 
| 


۳ - مکن ضرب علاقتي توافق من قاس واحد ( انظر التمرين )٠١‏ 
أي أن علاقة التوافق منسجمة مع علية الضرب على ١‏ . 


a = a’ (mod n) 
=> a.b = a’ . b’' (mod n) 
b = b’ (mod n) 


t 
li 


z a'.b(mod n) 


c 
۱ 


< a'(mod n) 
S =æ a.b 
= b (mod n) 





- ۷۵۹ - 





4 - یکن رفع (rà) Jil) usb sas tl d] ils iie‏ 
VxeN : az b(mod n) — a*z b' (mod n)‏ 
هو - م جير أضناف النوافق : لنرمز ب ,0 لمجموعة أصناف التواقق 
قاس « أي : 
n- $)‏ ... ,[0(,)1(,)2)) > ونا 
التي هي len iuf‏ عدد عناصرها « . ستعرف فيا بلي W‏ 
داغليتين على هذه المجموعة نسمها lal‏ جمع وضرب آصناف التوافق . 
۱ - ۲ جع صنفي توافق قماس « : لنقابل بین کل صنفین (۵) , (b)‏ 
من C,‏ وین صنف ثالت من ,0 نسمه جموع هذين الصنفين » ترمز له 
ب ( ط + ) ونعرفه بالعلاقة التالة : 
(a) + (b) = (a + b)‏ 
eti‏ أصناف التواقى و + يل جمع الأعداد الطبيعية 
(n 6 ) aU oi ee 6, 60 Ja és S,‏ 
ل ج,ط هو الصنف الموافق ( قاس م ) لوط + » ومن الواضح أن 
oY (abe C,‏ علافة التوافق تمحزىء المجموعة 70 فلا بد لحكل عدد 
طعي مثل ط + خ من أن يتتمي إلى أحد الأصناف ,© . 
بب, - ۲ [مثلة ۱ من جدول التوافى قاس( 5 ) مکننا آن نستنتج : 
)2( = )7( = )4( + )3( 
۽ _ في التوافق فاس (10) يمكتنا أن تكتب : 
)0( = )10( = )5( + )5( 


= Ao - 


۲-۸ خواص جمع أصناف التوافق : نستنتم بسپولة من تعريف 
جمع صنفي uy‏ اثواص Jut‏ : 
و جمع صنفين ملة داغلة تديلة لأن : 
(a) t (b) = (a +b) s (b) (a) - (b + a)‏ 
ولكن oy )2 + b) - (b 4 a)‏ + ط - ط + جح . 
۲ - لن هذه العملة قابة الدمج لان ۽ 
(a) -- (b) ] + (c) = (a +b) 4 (c) = (a +b + c)‏ [ 
و دهاجم ود TOO‏ 
۳ - فذه العملة عنصر حادي هو الصنف (0) وذلك لأنجها تديلة 
ول : 
(a) + (0) = (a +0) = (a)‏ 
۽ - لكل عنصر (r)e C,‏ ,(0 عمدء)عنصر نظير بالنسة هده العملة 
هو -٣(‏ ہ) ودلك لأن العمله تدله ol;‏ : 
(n— r) + (r) = (n) = (0)‏ 
ul‏ العنمر (0) فهو نناظر نفسه . 
ور + مثال : يمل الجدولان التاليان جمع أصناف التوافق 
( قاس 5 )و( فاس 6) . 


v-r -A\ 7 








.م م جداء صلفين : لقابل بین کل صنفین (ه) , (ط) من ,60 
وصلف ثالث (a. b) 2 4 5^» (b) à (a) sido daaim Aa‏ و نعر فه بالعلاقة : 


(a) . (b) - (a.b) 
» ند کر هذه القاعدة بقولا : « إن حداء صنفي 0,2 هو صنف اج‎ 
: مثال : في التوافق ( قباس ) نجد‎ 

(4) . (3) - (12) - (2) 


SAY S 


: الترافی قاس (3) أن‎ à a£, 
(4) . (3) = (12) = (0) 

۱ - ۲ خواص حداء أصناف التوافق : استناداً إلى تعريف هذه 
العملة الداغلة هکننا آن نستنتج الخواص التالية : 

uae ile - ۱‏ أصناف التوافق تديلة لأن : 

(a).(b) 2 (a.b) , (b).(a) - (b.à) » a.b-b.a 
: جداء أصناف التوافق قابل الدمج ( عماية تجميعبة ) لأن‎ y 
] (ه)‎ ۰ )0([ . ) = (a . b) . (c) = [ (a .b)].(c)=(a.b.c) 

ol slab - ۳‏ التوافق عنصر محاند هو (و) وذلك لأن هذه العملة 

| : تبديلية ولأن‎ 
(a). (1) = (a. 1) = (a) 

٣‏ - ۲ مثال : ثل الدولان التاللارن جدولي الضرب لأصناف 

: ) 6 قياس 5 ) و ( قباس‎ ( ii 


(9) (1) (2) (3) (4) 





5( (4) (3) (2) (1) (0) |ي 
(e) (e) (o)‏ )0( )0( )0( )0( 
a) (0) (1) (2 (3 (49 (5‏ 
(o9 (2) (4‏ 4( 2( 2(0( 
(e) (3) (0) (3)‏ )3( )0( )3( 
)2( )4( )0( )2( )4( )9|(0)( 
)1( 2( )3( 49( 5( 0( ))( 
۳ - ۲ موعة الأعداد الصحمحة : لقد عرفنا على جموعة الأعداد 
الطسعة ou^ N‏ داخليتين ها ec!‏ والضرب » وقلنا عند ذاك لت 
العمليتين المعاكستين هاتين العملتين غير معرفتين على 17 . سنبني الآن 
انطلافاً من احموعة ۲ » موعة عددية حدیدة نکرن لکل عنصر فا 
نظير بالنسبة لعملية المع العرفة علها » وبذلك نتمکن من تعریف ملة 
الطرح ( العملة العا کسة لعملة ایلع ) علی هذه المجموعة . نسمي هذه 
المجموعة و جموعة الأعداد الصحبحة » ونرمز ها ب 2 . 
نتوصل إلى هدفنا هذا بأن وسع مفوم ط - د على gl Jb!‏ یکون 
فها > 2 . 
لتحكن المجموعة الداء 712 وللعرف علما علاقة يى بالشكل التالي : 
(*»)Va,b,a’,b'eN, (a,b) R (a, b’) > a + b' =a’ +b‏ 
امعلة : 


(7,3) 8 )11,7( و‎ (5,2) R(9,6) , (7,1) R (8,2) 


=- Àf - 


ييرهن بسبهولة ان هذه العلاقة منعمككسة ومتعدية ومتناظرة فبي علاقة 
WEG‏ تحرىء المجموءة :2 إلى WES Gel‏ . نرمز عادة لمجموعة هذه 
الأصناف Aet‏ 8 ونرمز اصنف من هده الأصناف ؛ محري العنصر 
(a,b)‏ بالشکل 0 و سمي هذا المنف [sae‏ صحيحاً : 
؛)؟ ‏ + تساوي عددين صححمحين : استناد إلى الخاصة T‏ 
لأصناف التعافؤ الى تقول : . إذا كان Tae, dh V une Xe‏ 
ois € OE.‏ هذه العلاقة » فان هدن ااصنفی ob‏ » » فاننا ثقول : 
و يتساوى العددان الصحبحان إذا كان مثلاهما متكافتتين وفى العلاقة (م) » 
فنكتب مثلا : 
R (7,2) <= (7,2) 5 (8.8)‏ )5,89( 
)5,0( — )11,6( < 6 1 0-5 1۲ 11 
خششة الااتباس » بالشكل ( نز , C( x‏ 9 يمكننا أن نكتبالعلاقات التالية 3 
VmeN : (a, b)- (a-- m, b + m) (1)‏ 
VIEN,(Ixa,lcb):(a,b)-(a-l,b-1) (2)‏ 


وبصورة حاصة : 


a=b : (a, b) = (a-b, 0) (3) 
axb : (a, b) - (0, b — a) (4) 
VkeN  :(0,0) - (k, k) | (5) 


- XS 


وهذا يعني أنه بکن أن برمز لأي عدد Q^ amy um‏ 

: الأشكال التالة‎ 
(0,0) , (a,0) , (0,b) : a,beN* 

إذا كان *2ء ظ , ه ورمزنا ب +2 لمجموعة الأعداد الصححة الني تثل 
بالشکل (ه , ح ) وب -2 لجموعة الأعداد الصحبسة الني تمل بالشكل 
o). 4b (o,b)‏ +2 9 ((0,0)) لا 27 Z2‏ , 

بعد تعريف الحموعة Z‏ سنشد علها بنة رياضة وذلك بأن نعرف 
علها عملات داخلة وعلاقات ثنائة . 

۵ - ۲ جم الاعداد الصحيحة : ننثیء آولا علي اخداء 12 ملة 
.داخلية نرمز لها جاوزا ب + » ونعرفبا بالعلاقة : 

(a,b) - (c,d) = (a + c, b 4 d) 

ونرهن بعد ذلك أنه إذا استعضنا عن (c,d) (a,b) graal‏ 
بالعنصرين المكافئين لما على الترتسب o (c,d), (a, b)‏ العلاقة (*) 
فإن الناتح الجديد بكافىء الناتج السايق » وهذا يعني أن : 

(a+c و‎ 0 + 4( & (a - c , b' + 00 

: انطلافاً من العلاقة (۴) عکننا آن تكتب‎ i! j 

ido ades < a+b =a +b 
(c,d) X (c,d) — c«-d'-c«d 


fiui,‏ إلى قاباءة جمع alae YI‏ الطبعة للاختصار و البادلة والتجميع 


-= A٦ = 





: یکننا آن نکتب‎ 
2 + + + ل‎ = a +c +b +d 
«» (atc, bd) ٩ )2 + ها بل‎ + 0( 

استناداً إلى ما تقدم عکننا أن نورد تعرف جمع الأعداد الصصحة 

: JUI بالشکل‎ 
(i b) (e almo. bid) 

نلاحظ أن العلاقة السابقة محري عمليتين مممنا كلا Va eL le.‏ 
للأولى f 2l.‏ ( وسنحذف النقطة اذا. لم يكن التباس) وللثانة ب + للتفريق 
بين جمع عددين صححین معرفین کا سبق وبين جمع عددين طبيعيين . 

۷ - ۲ حواص جمع ا لاعداد الصححة : يمكننا آن نستنتج بسبولة 
من تعريف جمع الأعداد الصححة » الواص التالة : 

و جمع الأعداد الصححة حملة قابة للدمج ( تجميعية ) . 

۲ - جع الاعداد الصححة ملية تبدبلة . 

۳ - إن العدد ( 0,0 ) هو العنصر ۳ هدم العملة . 


$ 


؛- يقبل كل عدد صحيح مثل ( ط , 2 ) نظيراً بالنسبة الجمع هو 
العدد (b,a)‏ 03 : | 


(a, b)-- (b, a) — (a + b, b + a) = (a + b, a + b) = (0 , 0) 
. وبصورة خاصة إن العددين (2 ,0) , (0,ه) متناظران‎ 


فت أن جمع الأعداد الصصحة عملة قابة للاختصار : 


= ÀY =- 


: لبرهان هذه الخاصة نكتفي بأن نبرهن أنه مها كانت الأعداد الصحصحة‎ 
: eso JUI GJ o6 (475) € (6,4) € Ce, T) 
(i p) (c d) Ei bie, ties 
(c,a) 9 (e, i) 
. وذلك لأن جمع الأعداد الصححة تبديلي‎ 
: لبرهان هذه العلاقة تتكتب‎ 
[(a, b) --(c, d)) & [(a. b) c (e, £)] 
| «9 (acc, bod) & (ace, b-rf) 
«e» a-F-c--b4-f-—b-r-d-cra-ce 
: وا أن جمع الأعداد الطببعبة قابل للدمج والتبديل فان‎ 
a4 ct+tb+f=b+d+4+a+e 
< (a + b) + (c +f) = (a + b) + (d +e) 
: وبا أن جمع الأعداد الطبيعية قابل للاختصار فإن‎ 
(a + b) -F(c + fF) = (a + b) + (d + e) = (c +f)= (d + e) 
< (u, d) R (e, f) 
ينتج ما تقدم أن ؛‎ 
(a4 c,b--d) & (a+e,b +f) — (c,d) R (e, f) 
: واستنادآ إلى [ 4؟ - ؟ ] وإلى تعریف حم الاعداد الصححة‎ 
(a+c,b+d) = (a4e,b4 f£)  )ع,۵()6,۶(‎ 


=- AÀ ل‎ 


: أو‎ 
OE RIT e,4 =)e,£( 

وهو الطلوب برهانه . 

۷ - ۲ ضرب الاعداد الصحبحة : ننشیء على جموعة الاعداد 
لصححة ملة داخلة آخری نسمیها ( ضزباً ) نرمز ها موقتاب بر نعرفبا 
بالغلافة التالة : 





AN mm 


(a,b) x (c,d. 7 (ac--bd, ad bc) 

ببرهن أن ناتج العملية لا يتغير فيا إذا غيرنا مثلي حديها بمثلين أخرين 

: لذا يمكننا أن نكتب العلاقة السابقة بالشکل‎ 
(a, b) X(c, d)= (ac + bd, ad + be) 

حيث نفوض أن الزوج المرتب من الأعداد Js (x,y) ial‏ 
ie Ls {y y) SEI io‏ النقطة من فوق × . 

۶ - ۲ خوای ضرب Tiel i imali oY‏ إلى تعريف 
الضرب على امحموعة 2 کننا آن نستنتم بسپولة اطواص التالة : 

: ضرب الأعداد الصحبحة سملة قابلة للدمج ( تجمعية ) أي‎ - ١ 

[(a, bx (c, d) x (e, £) 2 (a, b) XIE(c, d) x (e. f)] 

۲ - ضرب الاعداد الصحيعة علة تديلة : 


(a , b) X (c, d) = (c, d) (a , b) 


- A۹ - 


: م« غرب الأعداد الصححة توزيعي على جمعبا‎ 
(a , b) x [(c, d) - (e, £)] — (a, b) x (c, d) 4- 
4 (a , b) X (e, f) 

۽ - ان العدد الصصح ( 1,0 ) pas‏ ماید لعملة الضرب : 

(1, 0) X (a, b) = (a,b) s (a,b)X(1,0)= (a, b) 

ه - لس لأي عدد صحيح'[ سوى العددين (0,1(>)1,0)] 
نظير بالنسبة للصرب . 

د حاصل غرب العدد الصحبح (0,0) بأي عده صحيح آخر 
يساوي (0,0) : 

(0, 6) x (a, b) — (a, b) x (0,0) — (0, 0) 

بو - كل الأعداد الصصحة منتظمة بالنسة للضرب ماعدا العدد (0,0) 
eau )‏ | 

م بما أن سملية غرب الأعداد الصححة d. 8, ibas‏ للدمج 
Laud)‏ ) فإننا نري تكرار هذه العملية بدون ترتيب ونكتب اصطلاحاً : 

(a4 bı) X (as, ba) X ... X (a, , ba) = FI (a , bi) 

N gtl y ya‏ جموعة جزئية من 7 : لقد عرفنا علی لا 
gule‏ داخاءتين هما ec!‏ والضرب ورمزنا ها ب (+ » × ) وعرفنا على 
2 ملتن داغلتن حملان هذین الاممین نفسیا ورمزا ها پ ( ,2< ) 
وعرفنا eL Z+ cZ ipl‏ عمو عة الأعداد الصحبحة الي كن أن 


- Å o 


y‏ کل LA‏ (0, د ) حيث 0ع .وييرهن بسهولة أن المجموعة 


لنطبق 1 N‏ على ررض (0) +7 = Z‏ بالشکل : 
VaeN : az. o)‏ 
إن هذا التطبيق تقايل ( تطبيق ثثالي الجانب ( ومحقى العلاقتين : 


f(a +b)=(a+b, 0)=(4,0)4 (6,0) = 





— f (a) + f (b) 


I. P‏ سے 


f(a. b) = (a.b,0)=(4,0) X (5,0) =‏ 
f (a) x f (b)‏ — 
وهنا ما سرهن على آن ] هر إيزو مور فيزم ل (+ و»» و )على 
( + ی بج ) ونعير عن هذا أحاناً بقرلنا إن 2 متحدة بالشکل 
مع /2 بالنسبة اعدليتي المع والضرب المعرفتين على كل منها . وها أننا 
فى الراضات العاصرة جدف ای دراسة خواص الأشاء أكثر من الأشاء 
UR olb li‏ آن نعطي لعملمتين تتمتعان مخراص متحدة رمزاً fasl y‏ 
يا أننا نطايق بين Las f(x) a x‏ يتكون م إبزومورفيزماً . فنكتب هنا : 


m~ 
2 ع<‎ 0 (a,0) 7a 

o5 (0,0)7—93‏ : 7 - :2 
ونقول إن العدد — ( 0,0 ) هو صفر الأعداد الصحصحة . 


"T‏ ي الاعداد اأص حة الي ننتمي إلى 7 أعداداً åo ga‏ ورمز لها 


- ۱ 


JEU‏ هو + أما الأعداد التي يرمز لها ب (0,2) واي تنتمي 
إلى -2 فإنها مناظرة للأعهاد الموجبة (ه,ه ) ؛ نسمیا آعدادا سالبة 
ونرمز ها الشکل : 
- -- (2 , 0) 

à dj,‏ كل من هاتين الخالتين إن العدد الطسعي ج هو القيمة 
المطلقة لکل من العددن الصصحن (0,a2)--a«:(a,0)-4a‏ 6 
نقول إن إشارة العدد آلوحب 2 + هي ( + ) ون لشارة العدد السالب 
œ (-a)‏ (-) . 

۳۰ - ۲ قواعد ضرب الأعداد الصحيحة : استناداً إلى تعريف 
Le‏ شرب الاعداد الصححة مکننا آن نکتب العلاقات التالة : 

(m,0).(n,0=(m. n, 0) <> (+m). (+n) = +m. n) 

(m, 9).(0, n) (0, m. n) & (4 m). (— n) - — (m . n) 

0, m).(n,0) —(6, m. n) < (— m) . (+ n) — — (m . n) 

(06, m). (0, n) 2 (m. n, 0( < (— m). (— n) — 4 (m. &) 

نلخص ماتقدم بالقاعدة التاله : 

و حداء عددی صححين يساوي faae‏ صا abl Cad‏ $55 
حداء OCA ME‏ الطلقتن شدن العددن وتکرن (شارة الحداء (+) إذا كاز 
العددان الضروبان من (سارة واحدة وتکون هذه الاسارة (-) إذا كار 
olia‏ العددان من إشارتين مختلفتين . ونکتب عادة قاعدة ضرب الا ارات 


الشكل التالي : 








(ob oue oem کک کل ا‎ 
(PIR pego R 

: UJ ji القاعدة السايقة‎ em 

و لإيحاد حاصل ضرب de‏ من الأعداد الصححة نضرب القم الطلقة 
لهذم الأعداد ببعضها ونتخذ الناتم قمة مطلقة اصل الضرب ونضرب 
إثارات هذه الأعداد بالتدرج حسب القاعدة السايقة فتحصل de‏ إشارة 
حاصل الضرب » . 

Y — Y‏ عماة c»‏ الأعداد الصمحمحة : لقد ul,‏ أعلام أن لكل 
عدد صحيح نظيرا بالنسبة لاجمع gis‏ عن ه ذا أن عملية الطرح » 
العملة المعا كسة للجمع | هم ١‏ ] » معرفة على جموعة الأعداد الصحبحة . 
رمز هذه العملية موقتا ب - ونكتب إستناداً إلى تعريف العملة المعاكة : 

(a, b)= (c,d) = (a, b)+ (d, c) 
. حيبت ( ,0 ) نظير الطروح (4, ) بالنسة لاجمع‎ 
ó ۾ وعکننا‎ < 9 Qo عندما‎ N a-b عر فنا الطرح‎ I" 
(a,0) — (b, 0) — (a,9) -- (0, b) — (a, b) — 
(a—b,0)— a—b 

ونلاحظ أن اتج الطرح ط - 2 على N‏ يساوي اتج الطرح (- ) 

هدن العددن باعتار هیا عددن صححین لذا تعمل عادة الإسارة )+( 


- ۳ - 


رمزأ لعملة طرح الاعداد الصححة بدلاً ( - ) ونکتب DUE‏ : 
(a,9) —(b,0) — (a — b, 0)‏ 
نعمم ما تقدم على الخالة التي يكون فا ط > ۾ ونکتب : 
(a, b) —‏ - (ط , 0) + (0, 8) - (0, 5) -(0, 2) 
b — a) = — (b — a)‏ , 0( = 
أو بشكل مختمر : 
a — b — — (b — a)‏ 
ونقول إذا كان المطروح م أكبر من المطروح منه ه فان ناتج 
الطرح سالب . 
وم ٣‏ قاع دة : لقد رمزنا saal‏ الصحح المرحب (n,0)‏ 
بالشكل و + ورمزنا للعدد الصحيم السالب ب م - ويمكتنا A oN‏ 
تضمر إسارة الزائد من يسار م ونکتب بشکل pa‏ -« - ص + . 
وإذا لاحظنا استنادآ إلى تعريف الطرح آن : 
m) = (n, 0) + (m, 0) = n +m‏ ,0( — )0 , ه) 
n — ( — m)‏ = 
فاننا نتوصل إلى العلاقة : 
n—(—m)=n+m‏ 


ملة ضرب فاتن الاسارتن وتكون بذلك قد عممئا قاعدة ضرب إسارات. 


4ه - 


. ضرب الاشارات بصورة عامة‎ de sias i 

auc] ol‏ الااقص اللتين ضريناهها ببعضها تلان مفبومين مخقلفين:الأولى 
مها مثل هملية طرح بيا ثل الثانبة إشارة لاعدد الصحيح ( م - ) 
وعکننا آن نعتهو آن کلامنما قثل إشارة لعدد بعد أن ذذكر p abl ol‏ 
العملة امعا كسة DR pel‏ 

n—(—m)-—n4d[—(—-mj] 

-(2m) —‏ » نظير ( م ) بالنية للجمع . 

۳ - ۲ خواص جملية الطرج : استنادا إلى تعريف عملية الطرح 
على الأعداد الصحبحة يمكننا أن نستنتج بسرولة الخواص التالة : 

: ) فده العملة عنصر حادي من المن هر العدد ( 0 ,و‎ - ١ 

(a,b) — (0,0) = (a,b) + (0,0) = (a , b) 
: ؟ - كل عدد صحيح نظير لنفه بالنسبة الطرح‎ 
(a,b) — (a,b) = (0,0) 

: كل عدد صحيح عنصر منتظم بالنسة لاطرح‎ - ٣ 

(a, b)— (c,d) = (e, f) — (c,d) => (a,b) = (e, f) 

(c, d)— (a,b) 2 (c, d) — (e, f) > eb — (e, f) 

لبرهان العلاقة الأولى نکتب مساواتها الأولى بالشكل .2 

(a, b) + (d, c) 2 (e, f) - (d. &) — (a.b) — (e. f) 


وذلك لأن علة حمم الأعداد الصححة قابة للاختصار . 


- 4۵ - 





وتبرهن العلاقة الثانة بالطريقة ذانها ونقول باختصار : « يمكن إضافة 
عدد صحيح واد إلى طرفي مساواة» » أو « يمكن جمع مساواتين 
إلى بعضما » . 
؛ - لایتفیر اتم طرح عددین صححین فيا إذا أضفنا إلى كل من 
fus ade‏ صححاً واحداً : 
)2( ار الا ل ل ل a E E‏ 
لبرهان صحة هذه العلاقة تكتب طرفها الأمن بالشكل التالي : 
(a +e, b +f) —(c+e,d +f)= (a +e, b+ f£)+‏ 
F(d +f,c+e=(a+te+d+f, b+f+c+e)i—‏ 
(و + =(a +d, b‏ 
استنادآ إلى الحاصة [ ۲-۲١‏ ] . 
ولكن الطرف الأيسر من (2) : 
(a, b) — (c. d) — (a, b) + (d,c) = (a +d, b+ ce)‏ 
وهذا ما برهن صحة العلاقة (2) . 
ه - إن عملة الضرب نوزدعة بالنسة il.‏ الطر ح « oy s,‏ : 


[ (8 -) + ]۷ <(6 < )۷ , (8) 1 << 6 - » 
6۲۰-6 )۲ +۰ ۷ < 
۳۶ - ۲ علاقة رتب 7 - تعریف : إذا كان a, B‏ عددين 


oes‏ فاننا نقول تعریفاً ان » أكبر من 8 أو 8 أصغر من .لذا 


- ۹1 - 


1 أي‎ Lo pa عددا‎ a- B کان‎ 


. 


«—B-(,9 | ) ۰ < 8‏ 
>< ; 
n 30 / 8 > »‏ 
وبصورة خاصة فإن ن -0-ث» بودي إلى أن كل عدد موحت بكار 
$ 
الصفر 0< » <= (0,ه)- » وأن كل عده سالب يصغر الصفر 
q-(0,n) -» a«0‏ ۱ 
لقد عرفنا بما تقدم علاقة رمزنا ها پ ( > ) أو (< ) »2 وببوهن بسپولة 
أن هذه العلاقة علاقة ترتنب کلي بالعنی الضق . وعکننا آن نعرف بشکل 
c 6» - 8 62۳ ۰+  (‏ 0خ 8 aB <> a—‏ 
او : 
ab <> 9 8 -- 0۰ 2۰ ۰ ) (‏ 
وببرهن o! CoA Mao‏ العلاقة << هي علافة ترتب كلي بالعنی 
الواسع أي أن كل عددين صححين محققان العلاقة . 
Ba‏ أو 8۵ — a‏ 
هم ١‏ نقائم : 
۱ - ینتم من العلاقة : (m , 0) — (n , 0) — (m , n)‏ 
o (m,n) aal ol‏ موجبا إذا كان م<م ويكون UL‏ 
ادا کان m <n‏ ونكون معدوماً إذا کان = ص آي y ol‏ — المددن 


: المطلقتين‎ le> جبین يطابق بر ندب‎ pd 


۷- م‎ - ٩۷ - 


ا 
P S ak NE:‏ 


۲ - نستنتح من العلافة : 

(m , 0) — (0, n) = (m + n , 0)‏ 
أن كل عده موجب أكير من أي عدد سالب . 
۳ - نستنتج من العلاقة : 

n>m , (0,m)—(0,n) —(n,m) 

: ol Les (n,m) sa ومن کون‎ 

n>m = (0,m}>(0,n) 
المطلقة‎ iode LI CUL sad o] « : ونذكر ذلك بقولنا‎ 

هو الأأكبر بالقلمة الحققية ». 
مثال : 
15 > 5 > 0 > 3 - > 15 سس 


دم _ ۲ خواص علاقة الثر تیب e‏ 2 : 


«^B >< <ب؟ +ن‎ 8 + -١ 
9» - 8 وذلك لأن : (؟ + 8)-(؟ + »)ع‎ 
» - >0 < («a+ ¥)— (8 + ¥) >0 : و‎ 


ينتج مما تقدم أن : 
۷-6 < »0 جه (ق -) + ب <(ق8 -) + 8 + » ج ۷ > 8+ a‏ 
إذن مكننا أن ننقل حداً من أحد طرفي متراجحة إلى الطرف الآخر 


بعد أن ندل إسّارته . 


-4A- 


۲ - عکن اضافة متراححتين من اتحاه واحد » طرفاً ای طرف . 
في الحتيقة : 
و خر 0ج واحر 0 
8 +8<؟9 + > 6 < ۷ 
وعا آن علاقة الترتب متعدية فإننا :تنتم من العلاقة السابقة : 
| ۵ < 0 


-< 0 + ۷ < ۵6 + 
۷ < 8 ۱ 


وهو الطلوب برهانه . 
۳ - إذا ضرينا طر في متراححة » حداها عددان صححان » بعدد موحب 
فإننا نحصل على مغراجحة صححة . 
الققة إذا كان ه < بي فان : 
0 < 6 ها - ۰ ها جک 0< (8 - ) ها جه 0< ۰-6 جه 6 < هن 
 < ۵ ۵‏ ها جه 


- ۹۹ - 


2M ماری‎ 


. برهن أن عموعة الأعداد الطببعبة جموعة غير منتبة‎ ٩ 

الحل : تحوي امحموعة 7 على الأقل عنصراً واحداً هو الصفر ( حسب 
,2 ) . ويحسب المدأ (,]2 ) يمكننا أن تحد العدد الذي يلي الصفر ولترمز 
له ب (,2 ) ثم العدد الذي يلي ( ,د ) ولترمز له ب ( ید ) وهکذا . 
ولنبرهن أن هذا يعظبنا باستمرار أعداداً جديدة » أي أننا سوف لن نقع 
على عدد سبق تحكوينه . لافرص Jas‏ أننا وقعنا لأول مرة |ia à‏ 
البناء على عدد ,ب ,2 يلى آخر .د كان قد سبق أن مررنا به وليكن مثلا : 

 nzp‏ موع وورة 

إن وعدم لأن 0-م,ه لا بلي أي عدده من 1 يا أن « تحدم 

لأن a, öl ju pen‏ & نفسه وما أن 2 ی ۰ رد فسوف یکون 


: ( N,) — 


A aca cA. uo NV om du b AL E. 
وهذا مخالف لا فرضناه من أن هذه الحادئة تقع لأول مرة من‎ 
. احل رب ید‎ 
إذا كان مد م دو م عد م فسوف بکون 9 > م > 0 ولنبرهن استحالة‎ 
: ) ذلك . ينتج عن هذا الفرص وعن (,ظ‎ 


— شب + حت ^ 
âp 1‏ = و2 ج م2 — a p—1‏ و &p‏ — ,3 


=~ joo ب‎ 


وتعنى هذه النتحة أن هذه الادثة وقعت من أجل .2 قبل وقوعبا 
من أجل ,, ,ج وهذا مخالف لا فرضنام . 
ينتج ما تقدم أننا خلال تكوين مموعة الأعداد الطبيعة يحسب المدأ 
Ne‏ سوف أن نقع على عدد مر معنا . وما أنه لايوجد مايمنع من استمرار 
علة التکوی وإيحاد أعداد جديدة فإن المجموعة N‏ غير منتهة . 
٠‏ 8 برهن بطريقة التراجع أنه مها كان العدد الطببعي م : 
1 !1 + ض)-ح !ص كامس +. . . + !2 »ىح 2 + 11 ۷ 1 
JE‏ : إن هذه العلاقة صححة من أجل 0 - 5 د 2-1 إذ ا 
1x1!-— (14-1)!—1 —2—1-—1‏ 
لنفرض أن هذه العلاقة صححة من أجل م =« ولنتنتج من ذلك 
صحتها من أجل 1+م -8 . 
الفرص : 
1X1!+2X2!+...+pXp!=(p+1)!—1‏ 
لنحمع إلى طرفي هده المساواة العدد !(1+م).(1+م) فتحد : 
iX1!+2X2!+...+pXp!+ (p + 1) X (p +1) !‏ 
(p +1)(p +1)! + (p + 1)! — 1= (p +1)! (p +1 +1) —1‏ = 
(p + 2)! —1‏ = 
وهذا ما ثبت أن العلاقة المفروضة صححة من أحل 1+ م - د بفرض 
صحتها من أجل nop‏ واستنادآ إلى مبدأ لتراجم تکون صححة من ٠‏ 


PELLE 


أجل كل قبمة ل ه . 
١‏ 6 - برهن بطريقة التراجع صحة-العلاقة التالية ( بفرض lpas a‏ 
کفاً من ۱۲ ) : 


E(n- X h(h«1)...(h* q —1) 
a h= 1 





EU TI n(n +1)... (n + a) 


الحل : أن هده العلافه صححة من أجل 0 - د و ۰-1 لأا تأخذ الشكل : 





1 
1242-34 1 + — Í) = . e 9 a s 
(+a — 1) = 1.-2...a. (1ta) 
1.2.3... أو : ...1.2 ح بن‎ 


لنفرض أنها صححة من أجل م-ه ولنستنتج من ذلك صحتها من 
n=p+1 Jel‏ أي لنفرص : 


(1) E hh... a—1)- 
1 
ei P(P +1)... (p + «) 
: ولنبرهن صحة العلاقة‎ 
(2) E h649...6«a—)- 


- Š P++1)(p+2)ee (Pta) (P+ 


تس "ا ٠‏ أ هس 


لتجمع إلى طرفي العلافة (1 ) الحد( »هن +م) ...(2 + م)(1+م) 
فصبح طرفها الأيسر مطابقا الطرف الأبسر من (2 ) وأما الطرف الأيمن 
نأخذ الشكل . 


Pp (P +1)... (p + a) + (Pp +1) (p +2)...(pP + a) = 





a +1 





P 
E (p +1)... (Pp + «) 


1 
q +i 





(P +1) (p +2)... (p+a)(p+a +1)‏ 
وهو مطاتى الطرف الأعن من العلاقة ( 2 ) وهذا مابيرهن الاقتضاء : 
a) - (2‏ 


ويبرهن صحة العلافة المفروضة ما كانت فمة د وذلك استناداً ای 
مبدأ التراجع . 

5 - برهن أن ملية جمع الأعداد الطبيعية تجميعية ( قابلة للدمج ) : 

٠ سرهن صحة العلاقة‎ : Ai 

(1) Vx,y,zeN: (x+y) +z=x + (y + 2) 

بطربقة التراجم : ۱ 

Aan -i‏ صحة العلاقة (1 ) من z-0 Jel‏ : استنادأ إلى تعر يف 
ec!‏ عکننا أن —R‏ . 

(x+y) +0 = x+y 


x+(y +0) = x+y 


١٠١9 >‏ س 


وهذا ما يبرهن صحة العلاقة (1) من أخل 0جدج . 

لنفرض ( فرضة التراجع ) أن العلاقة (1) قد برهنت من أخل 
و - 2 ولنستنتم من ذلك صحنا من أجل + - 2 أي : 

(x+y)+p=x+(y+p) = (x+y)+p* =x+(y+p*) 


gla‏ من الطرف الأيهر للساواة التي يطلب برهانا فنجد على التوالي 


(x+y) + p* =[ (x + y) - p]* ) تعريف الجع‎ ( 
= |x +(y+p)]* ) فرضة القراجع و .لا‎ ( 


( تعريف الجمع ) x+(y+p)*=x+(y+p*)‏ = 

وتكون بذلك قد استنتحنا صحة العلاقة المطلوبة وبرهنا أن عة المع 
6 للدمج . 

۳۳ - برهن أن جمع الأعداد الطببعية تبديلي : 

: العلاقة‎ m DAS o: gH 

(1) Vx,yeN : x+y=y+ ¥ 
Ogre d e 
: نبرهن صحة العلاقة (1) من أجل 0-ر أي‎ - ١ 
VxeN : x40-04x 


استنادآ إلى تعريف ا مع × = 0 + × لزا ٫ڪفي‏ ایت رهن 
أنه : 


تس ۵ 


(2) VxeN : 0«*x-x 
: في الحققة إن هذه العلاقة صححة من أجل 0- أي‎ 
0 + 0 - 0 ( A, ——*) 
: نيرهن صحتها من أجل +× استنادآ إلى فرض صحتها من أجل » أي‎ 


0+x=x > 0+x* =x 


( حسب 0+x* = (0+x) ( A,‏ 
( فرضية التراجع ) x)* =x*‏ +0( 
E‏ بودي إلى العلاقة ٠‏ خيرات +ير ام 


١ 


QN nx del or mr (2) el 
: برهن صحة العلاقة (1) من أجل 4 - « أي‎ - ۲ 
(3) | ۲ +1 < 1 + 
نبرهن صحة هذه العلاقة بطريقة التراجع فنقول إن هذه العلاقة صحرحة‎ 
من أجل 0- استناداً ای ماسق آی : ظ‎ 
i 0+1=1+0 
صحة العلاقة ( 3 ) من أجل *+م - » استناداً إلى فرض صحتها‎ ood 
: من أجل م - ۶ أي‎ 
(4) p+1=1+p = p*+1=1+p* | 
تكتب‎ d uk ua في‎ 
(p +1)* =(1+p)* ) فرضية التراجع‎ ( 


- ۵ ۰ ه 


p+1=p* = (p+1)* =(1+p)* =pt+1 : ولكن‎ 


ولدينا ( حب ول ) 0 + 1 < 0(۲ + 1) 
وینتتج عن لملاقتین الأخيرتين آن : ۰ 1+ +م- +م +1 


٠ الطلوب إشاته‎ a, 

م _ لنفرض الآن أن العلاقة (1 ) صحبحة من أجل م - بر وانبرهن 
صمپا من آجل +م-ي أي لنبرهن صحة : 

, + + مس +م + ع حت عر + م - م +ع )5( 

: نکتب‎ UE UE ual j 

( حسب و۸۵ ) : p*=(x+p)*‏ + 5 

p*+x=(Pp+1)+x=p+(1+x)  ) الخاصة التجميعية‎ ( 

=p+(x+1)=p+x* = (p +x)*  ) )3( استناداً إلى‎ ( 

(x + p)* = (p + x)* ) فرضية التراجع‎ ( 

وهذا مايؤدي إلى العلاقة (5 ) من أجل كل قيمة ( « ويبرهن 
الخاصة المطلوبة . 


| $$ ظط a,‏ عددان ol‏ برهن صحة العلاقة : 


| سا ط دج < a+b=0‏ )1( 
للل : إن الانتقال من المين إلى البسار واضح ء2 فلنبرهن 
doro‏ العلافه : 
اعد و - (Q) atb-0‏ ` 


v» yi‏ حدلا أن 0 د 6 N,) — I. lda y‏ ( وحود علد 


=- fo]. 


طيعي مثل ع6 حت ایکون 0 - +ء وتأخذ المياواة الأولى من العلاقة 
(a‏ لشکل : 
( تعريف a +c* = (a+ c)* =0 ( ek!‏ | 
وهذا Ns, l4 2e‏ ) ويؤدي إلى أن ط لا عکن لا.آن کون i‏ 
معدوما .وبالطريقة ذاتها نيرهن أن 2-0 . 
20 - ۰ د «عددان طبيعيان برهن صحة العلاقتين : 
a+x=b+x = a+b‏ 
x+a=x+b > a=b‏ | 
با أن مملية المع تبديلية فإنه بكفي أن نبرهن gio ge ael‏ 
الاقتضاءين ولنبرهن الأول مثلا : 
أبن هذه العلاقة صححة من أجل 0 -: ولبرهن صحتبا من أجل 
km up di bi xe‏ من أجل > أي : 
a=b] = [a+xt =b+x* = a=b]‏ - رب ابو 
في الحققة لديا : 


a+x*+* =b+x* => (acxX)* =(b+x)* ( A, حسمب‎ ) 


-* KS BEX ) N, حسب‎ ( 


وما أن العلاقة ج متعدية فيكون قد ثبت ااطلوب . 


> - برهن أن ملية ضرب الأعداد الطبيعية حملية توزيعية على جمعبا 


سه + أهس 


من السار آي : 
Va,b,ceN : a(b+c)=ab+ac‏ )1( 

ما أن جع الأعداد تتديلى فإنه يمكننا أن نعتير واحدا من العددين 
n UI, Cb be‏ ثم نعد البرهان بعدأن نبادل بين موضعي العددينه 
esI, (6a x n ok (bc)‏ كيفاً ونيرهن هذه الخاصة 
بطريقة التراجع . | 

إن العلاقة ( 1 ) صححة من أجل وس إذ أن : 

a(b+0)=ab 3 2 ها‎ +  .0 ود‎ 

p^ me p cop لنفرض أننا برهنا صحتها من أجل‎ y 

أجل +م-ء أي لنثبت : 
a(b+ct)=ab+act‏ »= 6 9+2 <<( + ه) ۵ 


a(b+ct)=a(b+c)t 


(A4) 
=a (b +c) +a (P,) 
=ab+ac+a ( eod فرضة‎ ( 
=ab+act (Pa) 


ونکون بذلك قد برهنا الطلوب : 
۷ - برهن آن ضرب الاعداد اطبيعية مملية توزيعية من اليمين على 
جمبا اي : 
Va,b,ceN : (acb)c-acsbc‏ )1( 


نعتير فى هذه العلاقة ۵ , د ان ولکنها اختارییان و » متحولاً 


~- A - 


و لبرهن هذه الخاصة بطريقة التراجع بعد أن نلاحظ بداهة صتا من 
c-0 Je!‏ : 
- ما آن العدد )1( fas‏ حادي فى الضرب فإنه بكرن : 
(a+b).1 = a+b =a.1+b.1‏ 
وهذا ما ی كد صحة العلاقة )1( من احل 1 . 


۰ صح الافتضاء‎ o^ x 


[ 0 ط + * و< * (ط + ۸) ] ج- [ع ط + و و < 0 (0 + )] 


(a^ b)p* -(a-b).psa-b (Pa) 
=ap+b.p+a+b ) فرضة التراجع‎ ( 
- (apa) * (bp b) (اجمع تجمبعي وتبديلي)‎ 
~a.p*+b.p* (P,) 
برهن آن ملة ضرب الاعداد الطسعة ملة توزيعة بالنسة‎ - SA 
: لطرحما أي‎ 


Vx,y,zeN , yz : x(y—z)-xy—xz 


الحل : ما أن 2 < مر فإنه يوجد عدد طبيعي 4 يحيث يكون : 


( تعريف الطرح ) y=z+d < d=y—z‏ 
(الضرب نوز بعي بالنسبة الجمع) 1 ۶ + 2 ۶ ح- (0 + + ) »ع ع بوع 
( تعريف الطرح ) xy—xz-xd‏ 


ومنه محد الطلوب : )2— xy—xz-x(y‏ 


- ۱۹ - 


2٩‏ - برهن أن عملة ضرب الأ داد الطبيعية مندحمة مع علاقة 
الترتب > العرفة علما أي : 
VceN : acb-a.c < b.c‏ 


الل . مكننا سب ما رأناه uU.‏ العلاقات التالة : 


az b »> 1 0 ع‎ ۷ a = b + d( تعریف علاقة البر قنب‎ ( 


ر الضرب قابل للتوزیع ) 6 ٩‏ + 9 ده . 2 ح- ۵8 + د 2 

( تعريف X.‏ — ( 6 ۲ < 2 جب 

ببرهن بالطريقة ذاتا على آن عا.2 ضرب الاعداد ااطسعة متسحمة 
مع علاقة العرتب > المعرفة على *1 . 


الأقل صفر . 

الحل : لفرض حدلاً أن وده , وغدط , 6-0. وهذا يعني 
أن العدد م يلي عدداً آخر ء ( قد بکون صفرا ( أي ct =b‏ 
ونکون عندها : 

a.b-a.ct -ac-ra ( P, محسب المداً‎ ( 

acl‏ + »2 لا مكن أن Oa‏ معدوماً uy‏ فرضنا 0 عج 2 وهدا 
خالف لا فرضناه من کون 0- .2 آي آن فرضنا وعدم غور 
منسجم مع الفرض الأصلىي 26-60 فلا بد رذن من کون 9-۵ B],‏ 


ب jjo‏ .هس 


كان ورد فلا بد من کون 2-0 وهو الطلوب برعانه . 
0١‏ - برهن إن مملية ضرب الأعداد الطبيعية منسجمة مم علاقة 
الترتب المعرفة على هذه المجموعة . 


Jb‏ : يمكننا استنادا إلى التعليل المحكتوب على اليمين أن نعطي 
العلاقات التالة : 


( تعرشف التراحم 2b < 3xe N: a = b + x(‏ ۸۷:2 6 5 ,2 
LL )‏ المع وحدة ۳ ) عنه +اطه د وو حت 2+ 5 - ج : لزج ع ٠‏ 
( تعریف البراجح ) ۳0 < 2 ه جه ca=cb+cx‏ 
بنتح عن هده العلاقات العلاقة : 
قاع وم جح ا 
وهو المطلوب برهانه . 
۲ - برهن آن ضرب الاعداد الطبيعية ملية تبديلة آي : 
M0 Vx,yeN : x.y-y.x‏ 
الحل : نلاحظ أن هذه العلاقة صححة من xU e y-o Je‏ 
فلنبرهن أولاً صحتبا من أجل 1 دير أي : 


(2) VxeN : x.1-1.Xx 


- ۱۱ - 


١‏ - إن هذه العلاقة صححة من أجل oe ib xi‏ صحتپا من 
أجل م = × ولنستنتجح من ذلك صحتها من أجل +م-« أي لف برهن 
ino‏ الأعلافة ٠‏ 

p.i=t.p =» p*.1-1.p* 

( ,2 والعنصر الحادي ( : i.pt=1i.p+1i=p+i‏ 

( العنصر الحادي ) p*.1-(p«t1).1-p»«1‏ 

- لنفرض صحة العلاقة (1 ) من أجل م - ب ولنبرهن صحتها من 
أجل +ن ير أي لنبرهن : 

^. 
VpeN : x.p-p.x — x.p*-p*.x 

KIDS SR. PES ) مسب ر۶‎ ( 

( التوزيع من اليمين ) ×+ م p* .x=)م+1(x > م×x +x=-x×‏ 

۳ - دا کان ط , ۾ عددين طیعیین,برهن علی وجود عدد طبيعي 
وحد zit q‏ العلاقة : 

bq < a < b(q +1)‏ 
M(b) 5*— : JÀ‏ جمرعة مضاعفات ط . 
M(b)- (0,b,2b,...,nb,...)‏ 
ولنرمز ب ٩‏ لمجموعة امزئية من مضاعفات ط الی‌لاتزید علی م أي : 
[xe M(b) , x < a]‏ هه xe?‏ 
| 


إن > غير خالية لأنا. تحوي على الأقل الصفر وهي منتبية لأنما عحدودة 


=- ١١15 - 


من الأعلى ب ۾ فسيكون لما عنصر أعظم نرمز له ب "مه وهو أ كير 
مضاعف ل ط يصغر أو يساوي 2 . 
با أن (206 ع مد فإنه يوجد عدد وحبد » يحيث يكون : 
m = q.b‏ 
وسكون بالبداهة q.b < a‏ 
فلنبرهن على أن (q +1) b > a‏ 
في القبقة إذا م بكن ذلك فسوف يكون : 
a‏ < ظ (1 + 6) 
ولن یکون ظ.ب هو العنصر الاعظم من © خلافاً لا فرضناه 
وهذا يعني أنه لا يكن إلا أن يكون المطلوب برهانه وهو :' 
ط (1 + ») > 2 >> ط . هو 
ء ۰۵ - برهن أن جموعة مضاعفات العدد م » كجموعة جزئة من 24 » 
AL‏ : بالنسة pk‏ وضرب الأعداد الطبيععة . | 
JH‏ : [ذا کان a, be Ma)‏ فانه عکن إيحاد عددين مثل و ,أي 
يحسث يكون : 
a-qn , b-qn‏ 
وبا أن الضرب توزيعي على المع : 
a-beqn-aq'/n- (q-q)n e M(n)‏ 
وبما أن الضرب تجميعي : 


a.b-qn.q'n > هع (0 سو)‎ e M(n) 


A-r “1۳7~ 


وهذا شبت المطلوب . 
0 - برهن أن ضرب الأعداد الصححة تبديلي : 
الخحل : إذا عدظا إلى تعريف الضرب على 2/2 [ ۲-۲۷ ] فسوف نحد : 
(a,b) X (c,d) =(ac+bd, ad+ be)‏ 
(c,d) X (a,b) = (ca+db, da+cb)‏ 
ما أن ضرب الأعداد الطبيعمة تبديلى فإن الناتجين السابقين متساويان أي : 
(ca+db, da+cb)‏ = (6 1+0 2 و4 ۲ + 2) 
(ط , 2) >< (0 وء) - ( وع) کر (ط , 8) جه 
وينتج عن هذه العلاقة حسب [۲-۲۷] : 
(a,b) X(c,d) 9 (c, d) X (s, b)‏ 
وهذا ما ببرهن على أن ضرب الأعداد الصحيحة تبديلي . 

05 - نعرف على 2 مملية داخلية 7 c max ol py‏ ربط 
بکل زوج من الأعداد الصحيمة ز برع ) اکر هن السددین ونکتب : 
x [| y ^ max (x, y)‏ 
ادرس توزيع جمع وضرب الأعداد الصحصحة على هذه العملية وبين 
متی تکون هذه العملة منسحمة مع علاقة الترتيب > المعرفة علی 2 . 
الحل : إن المع في 2 توزيعي على 7 لأنه من الواضح أن : 
z+ (x Ty) = (z+ x) ] )2+5(‏ 


(xTy)+z = (x+z) T (y+z) 


- - 





لأنه لو كان × هو أ كبر العددين بر , » فان < +× هو أ كبر العددين 
ج +ع , 2 دو وذلك لأنه : 
VX,y,zeN : x»5y- xz »yscz‏ 


2 >< 0 Z.(X T y)-(z.x) T (z. y) 


(x T y).z [Xu 2) T (yeZ) 


ااي 
Vx,y,zeN : x»y c x.z»y.z‏ و 0 <ر 2 
آما نی LL 9b zo d o, gla‏ الضرب غير قايلة 


X — y = max(x,z) > max(y,z) => ۶ ۲ 72 > ۷ 7 2 


لأنه انسحاماً مع فرضنا بو << × » سکون وضع الأ داد اثلاثة 
2 ,ور بالنسية لعضها واحداً من الأشكال الثلاثة : 
koy- 2‏ و لاح 72 <2 8 , Z—XIy‏ 
وفي كل حالة من هذه اطالات الثلاث یکون الافتضاء السابق محققا 
وذلك إذا اعتيرنا تمشياً مع تعريف Lb ox cud de‏ 
maX (x ,X) eX‏ 


۷ - برهن al‏ ,5 العددان الطبيعيان ط , 2 متوافقين ) قياس م ) 


- ۱۵ 


يازم ويكفي أن يقبل فضلها القسمة على م أي : 
azb , a=b (modn) < a — be M(n)‏ 
ال : للحر التقسم الاقلدي لکل من 2 ,ه علی « فنحد مثلا : 
٩‏ ۹2 و ٩+۲۳‏ 4 2 ع 0 و 1۲ + 20 عه 5 
وانطلاقاً من تعریف التوافق وقابلة الضرب للتوزیع علی‌الطرح [1۸] : 
a = b (mod n) <> r=r = a—b=(q—q)n‏ 
a— be M(n)‏ >< 
ges‏ العكس : 
a— be M(n) —»- (q—q)n-«r— r e M(n)‏ )1( 
لا مكن أن يتحقق الانتاء الأخير إلا إذا كانت حالة من الحالات الثلاث : 
r—r-0 -)‏ 
g*r—reM(n) , r»rc-wY‏ م > م بي ص > ۲ 
lda g‏ بعني uae xi‏ 
۳ > (( ۲-۰ ولکن 2 >-۲ ج « > 7 آي: 
0 > ۲ ۲ 
وهذا ما ی كد دوماً صحة العلاقة التالة : 
a—be M(n) &» r—r —0 «—- a z b (mod n)‏ 
0 - برهن ما بلي : 
VceN: = b (mod n) = a+c=b +c (mod n)‏ 


Bas 





JH‏ : استناداً یی ااصة [ ۳۲ - ۲ ] من خواص الظرح 
LR‏ أن ۷ 
(a«c) — (b +c) e M(n)‏ يه a—beM(n)‏ 
واستناداً dl‏ التمرین [ به ] يمكننا أن نكتب العلاقة التالية التي 
تعطي NET‏ 
(a+c) — (b+c) eM(n) = a+c =b +c (mod n)‏ 
9 - برهن آنه مکن جم علاقتي توافق ( قياس « ) ( أي أت 


علاقة التوافق منسحمة مع عملية امع [ ۳۷ - ۱] ) 


a zz b (mod n) | 
= a+a =b +b (mod n) 
a’ = b’ (mod n) ۱ 


: ال : استناداً إلى التمرن (۸ه ) عکننا آن نکب‎ 
a = b (mod n) > a+a’ = b + a’ (mod n) 
a = b (mod n) => b+a = b b' (mod n) 


وما أرتف علافة التوافق متعديه muni Ub‏ من هاتين العلاققين 
العلاقة المطاوبة . 


ا برهن هأ بلي : 


VceN : a =b (mod n) > a.c=b.c (mod n) 


الحل : استناداً إلى التمرين [ باه ] وخواص مضاعفات عدم يمكننا 


—- ٩ ۱۷ - 


Do S ol 
az b (mod n) « (a — b) e M(n) = c (a— b) e M(n) 
وبا أن ضرب الأعداد الطبيعية توزيعي على طرحها [ 44 ]دفان"‎ 
c (a— b) e Mín) «» ca—cbe M(n) —» cazcb (mod n) 
. وهو المءللوب برهانه‎ 
برهن آنه یکن ضرب علاقتي توافق ( قياس « ) معرفتين على‎ - ١ 
: )] ۱-۳۷ [ آي ( آن علاقة التوافق منسجمة مع لة الضرب‎ » N 
a z b (mod n) 
=> ac 3 b d (mod n) 
cz d (mod n) 
: ) ۵٩ ( gyd! A اطل : عکننا آن نکتب_ استناداً‎ 
azb (mod n) — aczbc (mod n) 
c zd (mod n) => bczbd (mod n) 
وبما أن علاقة التوافق علاقة متعدية فإن العلاقتين الأخبرتين تؤديان‎ 
. إلى المطاوب‎ 
برهن أنه يمكن رفع علاقة نوافق ( قياس م ) إلى قوة أسها‎ - "3 
: عدد طببعي آي‎ 
VxeN : as=sb (mod n) => a“ = þ" (mod n) 


الحل : استنادأ إلى التمرين [ ١‏ ] مكننا أن نضرب × علافة 


- ۱۱۸ - 





من الشكل : a = b (mod n)‏ 
فنحصل على المطلوب a” = b* (mod n)‏ 
۳ - إذا كان Lb as n‏ ادرس البواقي الممكنة للتقسم الاقليدي 
ل م على 5 ول ثم على 7 . 
الحل : إذا رمزنا لباقي قسمة العدد م على 5 ب + فسوف يكون: 
n=r (mod 5) , re {0,1,2,3,4}‏ 
( علاقة التوافق قابلة للرفع ) )5 n? = r? (mod‏ 
òl‏ 7 باق قسمة العدد 2 على 5 باوي بافي قسمة 2: على 5 وإذا 
کان 4۱ ,2,3 ,0,1) ع ۲ فان ( 16 ,9 ,4 ,0,1 ع 72 و 
(1 ,4و4و1 و0 ) ع ۲ => )5 r? (mod‏ = ' 
۳۳ رمزنا ب GU h‏ قسمة P n sad!‏ 7 فسوف نکون : 
h (mod 7) : heí(0,1,2,3,4,5,6)‏ == 
( علاقة التواقق قابلة لارفع ) )7 n? == h? (mod‏ 
وإذا دمزنا ب /ط GU‏ قسمة ثم على 7 م ل يكون : 
zz h? (mod 7)‏ ' 
وإذا كارت : | he(0,1,2,3,4,5,6)‏ فان : 


h?e (0,1,8,27,64,125,216 ( 


- ۱۱۹ - 


h' zz h? (mod 7) h'6(0,1,1,6,1,6,6) 


أي : heíí0,1,6)‏ 
-A$‏ آوحد العددن الصححن X—q‏ € 68 ۲ المحققين العلا قة : 


3x —4y-7 
: مكن كتابة هذه العلاقة بالشكل‎ : LI 
(1) 3x=4y +7 


وهذا بعنی إيحاد aso,‏ مضاعفات ال (4 ) محمث «JI Cisl Il]‏ 7 
أصبح من مضاعفات العدد ( 3 ) ونلاحظ يسبولة أن 2- y‏ حعل الطرفه 
الأمن من (1) من مضاعفات ال (3) ويصبح 5-+ وبذلك جد 
واحداً من حلول هذه اللمعادلة : ) ib lty, ( x=5 , y=2‏ 
الحاول نفرص : 


فتاخذ عندها العادلة (1) الشکل : 


۱ 3 22 - ۷ 

3 X zz 0 (mod 4) : وهدا بعني‎ 
X zx X (mod 4) : وما أن‎ 
4 X =X (mod 4) وما أنه يمكن. جمع علاقتي توافق‎ 
X e M(4) أي‎ 
Y e M(3) وبالطر بقة السابقة ذانها نجد‎ 


N عدد کفي من‎ h حمث‎ Y-3.h 50S. X-4.h Us l3] 


= Yo. 





فتكون جموعة حلول المعادلة المفروضة هي : 
3 + 2 < ۷ , ط4+ 5 - بي 
0- أوجد عددين طببعبين ٠‏ , ج يحتقان العلاقة : 
5 + 2ه هط 2 
الحل : إذا استبعدنا الل البدهي 0-ط , 0-ح فإنتا .تلاحظ أنه 
لامكن أن يكون واحد همنها أو كل منها مساوياً الواحد » فلنبحث 
' عن الخل الذي يحقق : 
a1 , b >1‏ 
للكتب العلافة المفروضة بالشكل : 
ab—a=b < a(b—1)=b‏ 
ينتج عن هذه العلاقة أن ط من مضاعفات 9-1 آي : 
b z-(b—1) (mod b —1) «» b — (b — 1) e M(b — 1)‏ 
e 1 € M(b — 1)‏ 
وبا آن العدد واحد مضاعف لفسه فقط فان هذه العلاقة تودي إلى : 
1=b—1 <> b=2‏ 
ونحد بالطريقة الابقة ذاتها أن 2 -ج . 
obs b olas b, a AM‏ ( 8 < 2 )ويرهن Je € ael, Lu!‏ 
الأقل » من الأعداد : 
Eb a-b,acb,ab‏ القسمة على 3 . 


- ١5١ = 





)0,1,2[ قسمة كل عدد على 3 هو عنصر من المجموعة‎ db ol : JH 
قسمة أحد العددين ط ,هة على 3 صفراً‎ jb ومن الواضح أنه إذا كان‎ 
: فإن الجداء 6ج يقبل القسمة على 3 . لندرس بعد ما تقدم الخالتين الباقيتين‎ 

bantad 3) , azc1 (mod 3) و - إذا كان‎ 

a—beM(3) , a=b (mod 3) نات‎ 

b= 2 (mod 3) , a=1 (mod 3) ob لذا‎ - ۲ 

a + b= 3 (mod 3) , a+ b =0 (mod 3) : فارت‎ 

نتابع الطربقة Gli‏ دراسة بقية الحالات ونحد المطلوب . 

إذا قل كل من A a,b‏ على 3 فإن كل الأعهاد الثلاثة 
ذه , ط + , ظ - 2 تقل القسمة علی 3 (لاذا ؟) . 

۷ ماهو jb‏ قسمة العدد 47 علی العدد 11 ۲ 

ال : لنحت عن أصذر قوة لاعدد 4 يكون باقي قمتها على 11 
أصغر ما بمحكن علماً بأن القوى الحتلفة للعدد 4 لا تقبل القمة على 11 
( اذا ۶ ) للکتب إذن : 

(11 لمص) 5ت 42 , )11 (mod‏ 4 =4 

| 45 = 1 (mod 11) 

فنحد أن cul‏ اللامة ل4 توافق الواحد قاس 11 وعا أن : 


738 — 147 . 5 + 3 


فانه عکننا آن نکتب : 


MU Y 


( علاقة التوافى قابلة ge‏ 2 
(mod 11) => (45)1€ = (1) (mod 11)‏ 1= 45 
أي : )11 mod‏ ( 1 == 4735 
(mod 11)‏ 9 == 43 
( ضرب علاقتي توافق ) )11 (mod‏ 9 == 4738 
وهذا ما بظبر لا آن iad Ah‏ العدد المفروص على 11 هو و . 
۸- برهن أنه مها كان '!-دد الطبيعي « فان العددی : 
22 ل 32+1 , 232 a) — qa‏ 


: القسمة على 7 وأنه 5 کان 0 حم فان العدد‎ ox 


2628-5 4 328 )2( 
بقل القسمة على 11 . 
JA‏ ; لننطلق‌من العلاقة : )7 (mod‏ 2 = ?3 
( رفع علاقة التوافق ) )7 (mod‏ 2° == 32° )3( 
( التمرن رز ۷ه ) e M(7)‏ 2° — 323 


لبرهان قابلية قسمة العدد الثاني الفروض علی 7 ننطلق من العلاقة ری : 
( انسحام علاقة التوافق مع الضرب ) )7 z23.2^ (mod‏ ?3.31 
( انسجام علاقة التوافق مع امم ) 

32* +۱ 4 22 + 2 عد‎ )3 . 25 4- 2^ *?) (mod 7) 


أو : )7 (mod 7) = 0 (mod‏ 22 , 7 جح 2+ 2۶ ل 1+ متو 


- ۲۳ - 


وهذا ما يبرهن على أن العدد الثاني من (1 ) يقبل القسمة على 7 . 
iad LLG gasi‏ العدد (2 ) على 11 بطريقة التراجع بعد أن 
نلاحظ أن هذه الخاصة محققة من أجل 1-ه (22-11 ل 32) 


فلنبرهن صحة هذه الخاصة من أجل 1 + م - « استناداً إلى فرض صحتبا 
من أجل م - « أي لنبرهن صحة العلاقة : 
M(11) => 32*۶ + ۱ M(11)‏ ع 2680-5 ل 328 
في الحقيقة إن : 
gr 25? —5 e M(11) &- 9. 329 -- 9 , 20 5 — 32» * 2--9 , 2*۳ 5e M(11)‏ 
وما أن : 
)73 219 , 9 — 1+ 28°) ‡ 2885 , و9 لد 2+ 32° 269+1 | 32+2 
و .۰ 
e M(11)‏ 5 2*8 , 55 ع 5 - 26 (9 — 28( — 5— 26P‏ ,9 ..1* 9069 


فان العدد ( 2 ) سکون جموع مضاعفين للعدد 11 فبو مضاعف للعدد. 
1 وشت الطلوب 1 


- ١194 -= 





JY uN 
برهن بطر بقة التراجع صحة العلاقات التالية حىث ۸ عاد‎ “۹ 
: طبيعي كبفي‎ 
(زوارة‎ =1+2+...+n=‡}n(n +1) 
Sa(n) =1? +2? +... +n? = n(n +1) (2n +1) 


Sy (n) =1 +23 +... +n =} n? (n + 1)? 

S’ (n)=1+3+...+ (2n — 1) =n? 

S; (n) - 13 + 33+ . . . + (2n — 1)? 2 à n(2n — 1) (an +1) 

Sg (n) “م » (1 - 0 2) + . . . + 33 + 13 ع‎ (2 n? — 1) 

Sa(n) =1.2+2.3+...+n(n+1) =ğn(n +1) (n 4 2) 

y(n) =1.2.3+2.3.4+...+n(n+ 1) (n +2) = 
+n(n+1) (n +2) (n +3) 


2.6.10... (4n —2) = (n +1) (n+2)... (2P) 


: حل فى المجموعة 7 المعادلات التالة‎ Me 
5x-3y-9 , 12X—5y-—11 , 24x —13y -7 


15 2 + 11 7 < 12 و‎ 35x—5y—7 و‎ 7x+4y=-8 


۱ هل العلاقة,تقسم ,المعرفة في جموعة الأعداد الصحبحة هي 
علافة ترتسب تلم هو الخال في 7 ؟ 


-1Yo- 


وهل هذه العلاقة منسحمة مع الضرب els‏ في المجمرعة 7 9 

١ N‏ - لکن k‏ عددآ صحیعاً . برهن أن الشرط اللازم والمكافي. 
لكي بقسم asa um sie‏ صحيحاً آخر Ab‏ أن بقسم العدد و 
العدد .b-ka‏ 

. ×47 32 x —5 العدد‎ e أوحجد,7 © × مث‎ - Y 

۳ - آوجد 7 حث بقسم العدد 24 OX 9 223 x‏ 

. 42-6 العدد 2 + العدد‎ e LE x67 aj - ti 

۳ - ما هو باق التقسيم الإقليدي على 11 للأعداد : 

41124 , )738(* , (1184)* 

ع ۷- شكل جدول ضرب أصناف التوافتق ( قاس 8 ) وبرهن أنه 

بوحد صنفن من هذه الأصناف : 
(a) (o)‏ « (ه) عد (6) محبث يكون )0( = (a) . (b)‏ 

. ©, - ))0(( جمع وضرب الأصناف ,0 على المجموعة‎ lo ora 

عم ما تقدم وأوحد الشرط اللازم والكاني الذي يحب àl‏ تحلى به 
العدد ۾ الكون في ٥,‏ صنفان غبر معدومن جداوها معدوم . 

۷۵- سُکل حدول ضرب ناف التوافق ( قاس ۷ ) وادرس. 
على ((0)) - ,0 خواص ضرب الاصناف . 

- حل فى المجمرعة 77 كلا من العادلتن : 

x? — y? — 120 ۱ X? + X y — 240‏ 
۷- ءن قمة العدد الطيعي د ليكون لمعادلة التاية حل في 


11ت 


Mes t 





4 


المجموعة N‏ : 
x? — a x — 152 =0‏ 
ب4/ا- إدا كان ه و B‏ موعتن حزلتن من ۸ ورمزنا ب k.A‏ 
مجموعة الأعداد الطبيعة التي تنتج عناصرها عن عناصر ۸ بضرب کل نها ب Ck‏ 
برهن BA ixo‏ 


k (AU B) = (k A) U (k B) 
Ce? D(a,b) ga ذا رمزنا ب ()2 لمجموعة قواسم‎ ٩ 
: DSA ino ل (ط , 2 ) برهن‎ IAM القرامم‎ 
k D(a) c D(k a) 
kD(a,b) cD(ka,k b) 
. الذي بنناه فى التمرين السابى‎ gall k D(a) J 2o 
برهن آنه مپا کان العدد « فان الاع-داد التالة تقبل القسمة‎ -۸ » 
. 6 على‎ 


a= n(n+1) (n+2) , b=n+11n , c=n(2n+1 ) (7n+1) 


d= n(n +1) (2n +1)‏ 
١م-‏ أوجد أصغر الأعداد المتوافقة ( قباس 5) مم الأعداد : 
?19?.288 , 19.288 , 288 , 19 
۲ ۸- برهن صحة العلاقة z Ob (z]|t) 2 ge cm ULL‏ 


t eh 





al (bx+ey)‏ > 2۱6 و 9 ۱ه 


۸۳- آوجد حلول العادلات التالة فی المجموعة 26 . 


153 x zz: 6 (mod 12) 
X -1zz3 (mod 7) 
8 x == 6 (mod 422) 


363 x z 345 (mod 624) 


(e) 
(f) 
(g) 
(b) 


4 x zz 3(mod 7) 
9 x = 11(mod 26) 
3 x + 1 << 4(mod 5) 


8 x = 6 (mod 14) 





(a) 
(b) 
(c) 
(d) 








٠ مقدمه‎ 


لقد رأينا في الفصل الأول أن من البنى الجيرية ماهو مزود بعملية 
جبرية واحدة ( أي بقانون واحد لاتشكيل ) » ومنها ماهو مزود بأ كثر . 0 
وفي هذا الفصل سنعرض الزمرة التي هي من أمم البنى P uci‏ 
الجبرية الواحدة » بدا سنتطرق في الفصول اللاحقة إلى بنى جيرية ذات ٠‏ 

تعد نظرية الزمر من أهم مواضيع البر جرد » فبي تلعب دوراً 
دسا نی نظرية غالوا هذهاه© ( ١8١١‏ - +8م١)‏ التي giis‏ المسائل 
iiai‏ باطاول اطيربة لكثيرات الحدود '* . والدور الذي تلعبه نظرية 





ao X” + ay XT... + agm + بقال إن لفعادلة : © - ىه‎ ) * ( 

( حيث أمثال كثير الحدوه في الطرف الأسر أعداد حقيقية أو عقدية و n‏ 
عده صحیح موجب ) مجموعة حلول جبرية إذا أمكن التعبير عن كل من حلولها 
پدلالة آمثاها باستخدام عدت منته من علیات المع والطرح والضرب والقسمة 
والجذر . ومن العلوم أن لأي معادلة Y n leg»‏ تتجاوز 4 جموعمة حلول 





- ۱۲۹ - 

















الزمر في التوبولوجيا لا بقل أهبة وثمولاً عنه في عم الجبر » ذلك أن نسبة 
لایستهان پا من البسوث التى تمت في السنوات الأخير د في علم التوبولوجا 
تعتمد بشكل مر كز على نظرية الزمر » حى بات من الضروري لعلماء 
التوبولوجا ( البرية ) الاحاطة بنظربة الزمر وسبر أغوارها على نحو لا بقل 
مقأ عن عاناء الخبر أنفسهم . 

و بالنسة لعلم الددسة » فحتى القرن التاسع عشر d‏ يكن الرباضون 
deb Jum Gl, Qe‏ عل الهندسة وحول المواد التي يحب à eos‏ 
هذا الحقل . ولم lja gai‏ اخلاف إلا عام ۱۸۷۲ بفضل العالم QUY‏ 


SIl Klein YX‏ استخدم الزمر اتعریف je‏ المددسة تعريفاً دققاً 


و ساملا . فقد أعلن كلان في سمی مناج z‏ لانكر ( - Erlanger‏ 
E qe Cul ol ( Program $‏ الذي ,درس تلك اخراص جموعات 


النقظ والمستقهات » التى لا تتغیر عند القام « بزمرة » معنة من التجوبلات. 


( التطسقات ) . ففي افندسة الاقليدية مثلا » فان ماهمنا هو « زمرة 
المركات الصلبة » . 


ويحدر ينا أن نضف إلى ما تدم » بأن ال تطبيق نظرية الزمر 





حبرية . بل توجد دساثير تعبر عن هذه اللول بدلالة الأمثال الواردة فيا . أما 
فى الالة 4 ص » فقد آثبت العالان روفيني (savy -avae ) Ruffini‏ 
آبل 1 ( ٠۸۲۹ - ٠۸۰۲‏ ) استحالة ote]‏ دساكير حالة ( شبية الدسائير 
الحالة عندما 4 >> ص ) لجذور هذه المعادلات ٠‏ إلا أن غالوا اكتشف الشرواط 
التي يحب أن تتحقق في معادلة درجتها لاتقل عن الخامسة ي تقبل هذه المعادلة 
de,‏ حلول جبرية . 





hy 





تعدى حقل العلوم الرياضة البحتة إلى عل الفيزياء النظرة والکماه 
الكرانتية » وحتى إلى عل الباورات » الأمر الذي جعل هذه النظرية 
تشغل بالنسة لا تساع حال تطبيقاتما المر كز الثاني بعد اطبر اخطي بسن 
فروع عام AM‏ 

هذا ونأمل من القاری, الافادة من هذه النظرية لسبب وحه آخو : 
ذلك أن البادىء ( الساات ) البس‌طة نسباً بنية الزمرة توفر do‏ 
متازة لفبم افضل وأعی لاطربقفة الاستنتاجية التي تحتل 
مكان القلب من العلوم الرياضة المعاصرة . فعند دراستنا لمجموعة الأعداد. 
الصحيحة في الفصل الابق ٠‏ نعتقد أنه من العسير على الطالب أن نحرر 
نفسه من Lf‏ وافرة من القاثى الي تجمعت لديه في ساق حاته الدرسة » 
الامر الدي Gus Aia dat‏ على هده [Fe Fi‏ عن البر اهن iil‏ 
مماشرة على المادىء ) axioms‏ ( والتعاریف . وا م تكن الزمرة 
مألوفة لدى الطالب »2 فإن الدارس ها سضطر غالا إلى ibla‏ حدیدة 
ودقيقة » وما يشجعه على هذا بساطة وقلة المبادىء التي تستند علها الزمرة . 

ويحدر بنا أخيراً أن نشير إلى أن سرد نظلرية الزمر بجمبع تفاصيلها 
NUS lbs‏ كاملا من الجم الکبیر . وبالطبم » فان هذا الکتاب 
الذي يبحث في مبادىء ub‏ المجرد لن يطمح إلى الالمام بجميع جوانب 
هذه النظرية وإنما سسكتفى مس بعض التقاط اارئستة فيا . 

۱ - ۳ تعریف : لتحكن 0 جمرعة » ٠‏ عملة داخلة على © . 
تقول عن البنة ( ۵ ,2) / ها زمرة اد! توفرت الشروط ( البادیه ) التالة : 

i sad o O3 آن‎ (Y) 


20M -= 








. o ل‎ e [ule fl pas G gå ol (Y) 
o0 (م) أن يوجد لكل عنمر ه من © نظير مه بالنسبة ل‎ 


: أت‎ hey. 


؟ ‏ ج إذا كانت (ه ,© ) زمرة فإننا نقول « إن © زمرة بالنسبة 
ل م » » آو اختصاراً » « إن © زمرة » إذا لم يكن 42 Jie‏ 


للالتاس . | 
۳ ۳ لامکن آن تکرن دعامة الزمرء خالة لضرورة احتواما 


۽ - م قد برمز أحباناً للعملية ٠‏ ب + » عندها تسمى الزمرة جمعية 
وبرمز للعنصر المحايد © ب 0 ويسمى clu‏ ا يرمز للنظير /ه ب (ه-) 
ونسمى « ناقص ‏ » أو المقالوب اجمعي . ويبسلمى الناتج ط +2 
و جموع العنصرين aL b‏ ©» » ويحكتب المجمرع (6-)+ه عندئذ على 
الشكل ط - ۾ ويسمى حاصل طرح ط من a‏ ( أو فض a‏ عن ط ) . 

كذلك برمز أحاناً ل ه بإشارة الفرب . » عندها تسمى الزمرة 
ضعرببة وبرمز للعنصر المحايد » ب 1 ویسمی واحدا » کا a BY jay‏ 
ب a‏ ويمى المقاوب الضربي J‏ 2 » أو اختصاراً » مقاوب ج . ویسمی 


.]۱-۳۰[ [ذا حذفنا الشرط (۳) فتسمی البنية ( © , © ) مونوئيدا‎ (w) 
ولو حذفنا الشرطین (۳) ۰ (۲) فنسمي ( 6,9 ) عندگة کربوید‎ 
واذا حذفنا ااشروط (۳) » (۲) 6 (۱) ۰ فان بعض 311 لفین بطلق‎ . 0 
. 5emigroup امم نصف ازمرة‎ ) 6,٥ ( على‎ 


- YY- 





الناتم jole a.b‏ ضرب آو حداء و ,2 » وغاايبا ما يكتب 2.5 
JON‏ ط ۵ . 

ه - ۳ ینمی العدد الأسامي ( الكاردينالي ) | © | للمجموعة © 
مرتة الزمرة (ه,© ) . وهكذا فإن مرتة زمرة منتبية عدد عناصرها 
ه تساوي « . 

٣ - 5‏ لیس [ ۳-۱ ] هو التعریف الوحبد للزمرة » فبنالك 
تعاريف أخرى آشْپرها تعریف d? d! Kurosh (525^ (5 JI‏ 
عله بان نستعض عن (۲) » (۳) من [ ۱ ۳ ] باشرطین التالین : 

VI (v)‏ كان العنصران ١‏ ,ج من © فينالك عنصر » من ی 
نحسث : 8 -* 20 . 

G ان العنصر آن طا ,ه من 6 فت‌الك عنصر ر من‎ V (y) 
. ۷۵2 < نت : تا‎ 

( انظر التمرن احلول دغ 4۱) . 


امس له : 

ب - ٣‏ إن z‏ زمرة بالنسبة لملية المع العادية : ذلك أن جموع 
ع.ددين صحيحين هو عدد صحيح ( أي + مملية داخلة على 2 ) ols‏ 
e COE MERE‏ 
) هو العدد صفر ) أن لكل عنصر ‏ مقاوباً حمعاً ( وهو 2 -) . 

Pob d gra nbn das 
| . ) فلست كذلك ( لاذا ؟‎ 


د ۳۳ 








بمو ج إن *© تشكل زمرة بالنسية لعملة الضرب العادية » ذلك 
أن عماءة الضرب مغلقة على *0© » وأن ols e iant ilal sia‏ 
هنالك عنصرآً عاندآ هو 1 » وأن لكل عنصر UA. Q* g^ a‏ 

كذلك فإن كلا من + , *0 تشكل زمرة ضربة» أما *7 Saab‏ 
كذلك ( لاذا ؟ ) . 

0 إن (ء ,ط ,خ ؛ - 6 لا تشكل زمرة بالنسة للعملة‎ ٣ - ٩ 
الممثلة بالجدول الوارد أدناه ». رغم أن هذا الجدول يبين مباشرة أن ن عملية‎ 
داخلة » وأن جهو عنصر محايد ل نح » وأن لكل عنصر نظيرأ على‎ 
والسبب في أن ( 0 , © ) لست‎ . ) =a, b=c, =b) JY 
: ) زمرة هو أن 0ح غير تجمبعية . هفي المقبقة » لدينا (على الأقل‎ 
bO(bOc)=b0a=b ; (bOb)Oc=a0c=c 
: وبالتالي فإن‎ 


bl (b Oc) (bO b) Oc 


۰ ۳۰ لرمز R, R, R o‏ المدورانات المطرقة على المثاث متساوي 
الاضلام 2 ۸8 حول مر کزه (O‏ واي نم LH Y Ó‏ باحاه عائل 


=- )۱۳ بت 


© 8 من ه الى © عن طرق‎  لاقتنالا‎ dtl 


وبالزوابا 360٥‏ , 240° , 1209 على الترتب  ٠.‏ ارمز كذلك 





LA olad Ri, Rs, Re ~‏ حول الارتفاعات 007 ,88 , ۸۸۲ على 
الترتتب كل بزاوبة قدرها 18050 ( ,2 ,25 , ,2 هي إذن تناظرات بالنسية 
ل “00 , 28 , هه ) . فاذا اصطلحنا على أن ناتج دوران ,2 يعقبه 
دوران ob R ER a R‏ عموعة الدورانات ,8 ,... ريع تشکل 

زمرة بالنسة ل عه . وفي الحققة p ob‏ عملة داخلية جدوفا : 


j| R R R R R R 
R R R R R R R, 
R| R R, R R R, R; 
R| R R R R R R 
R| R, Rs R, R, R, R, 


R| R, Re Rs R, R R, 
R| Rs R R R, R, R, 
| rei iladi oid Dax iaat H ومن السپل التحقق من أن‎ 
: عاندآ هو ,2 » وان لكل عنصر نظيراً بالنسة ل عد‎ 
(R/—R,,R,—R,,R/—R,,R/—R,,R,-— R;, R', — R) 
الزمرة التناظرنة محموعة : نسمي کل تقابل ( أي تطبيق‎ ۳ - ۱ 
وغامر ) لمجموعة 5 على نفسما آبديلا أو تعويضاً ل ع۳ . سنبرهن‎ uL 
الان آن محوعء تعوضات 8 تشکل زمرة بالاسة لعملة ترحکب‎ 
. 0 التطسقات‎ 


a aT ت‎ 


. 8 اذا كان كل من ع ,+ تديلا ل ع فإن مه م تديل ل‎ )١( 
: لأن‎ yl gof ol mahl في‎ 


(gof)(9 — (gof)(p « g(fG)-gf£(9) (L) 


( لأن ع متباين ) f (x) =f (y)‏ ج 
( لأن؟ متباين) X cy‏ - 


حذلك فان ۶ه ع غامر » ذلك أنه أيا كان E c» x‏ » فینالك 
عنصر 2 من 8 محیت : * - (2)ع ( لأن م غامر) . ولما کان ۶ غاموا 
كذلك MI c‏ عنصر و من ۲ حت 2 -(20 . وبالتالي فارت 
al ue lias . (gof)(yox s g(f()) -x‏ أبا كان » من ظ 
فبنالك عنصر E i y‏ محقق العلاقة ob JU t, « (gof)(y -x‏ 
eo p gof‏ 

gof 0b EJ X3 f,g o کل‎ 08 1] el ej Ie, 
. 8 تبديل ل ع » أي أن ه هي ملبة داخلبة على جموعة تباديل‎ 

(؟) إن العملة ى تجمعة ( انظر 1 ) . 

(*) إن التطسيق المطايق و14 هو عنصر J ale‏ ه »ذلك أنه أيا كان 
الشدیل ۶ فان : 
VxeE : (foidg) (x) = f (ide (x) )= f (x) => foide= f‏ 
VxeE : (idgof)(x) — ide(f (x) ) —f (x) => idgof=f‏ 

(4) لکل تعویض ۶ ل 8 نظير 6-1 بالنسبة ل ٠‏ . في الحقبقة » 
إذا كان × عنصراً اختبارياً من ع » فبنالك عنصر بر من 8 محقتى : 


- ۱۳۹۰ 


* -(50 ( لأن ؟ غامر ) . ولا كان ۴ متباينا فان بو وحید . لذا فن 

لطيعي آن نعرف تیعاً متبایشآً وغامرا ۶-۰ 1 8 على 8 بالدستور 

: عادة التابع العكسي 1 ۶ . ومن الواضم آن‎ 6-1 ues LECT) ny 

vxeE : (fof-)(x) - £(£^! (x)) 2f (y) — x— idex 
= fo f~! = idg 

وييرهن بصورة مائة أن idg  :‏ سوام 

وهكذا فإننا نرى أن جموعة تباديل 85 تشکل زمرة بالنسة لعملة 
تر كيب التطبيقات ه » وتسمی هذه الزمرة زمرة تباديل ( أو تعوبضات ) 
5 » >ا تسمی الزموة التنا ظر بة EJ‏ » وبرمز لها ب م8 . 

۲ - س الزمرة التناظرية هن الدرحة م : إذا كانت 8 جمرعة 
منتهة عدد عناصرها (Card E-n)n‏ « فإن ج58 تدعى عندئد الزمرة 
التناظرية من الدرجة د ویرمز فا ب رو . ومن الواضح أن مرتبة .8 هي 
اد . ولو رمزنا علدلدب [إطر...,1,2) للى الحموعة E‏ € 
فإننا ترمز عادة إلى كل عنصر من ,5 بسطرین محصورن بن قوسين › 
بحسث يقابل كل عدد من السطر العلوي العدد الواقع دونه من السطر 
السفلي . وعلى سبيل المثال فإن : 


4 3 1 2 
Cx 1 4 ;)‏ 
هو تعورص ؟ من ,5 حث : 


2 ع (1)4 , 4= )3( f‏ و 3 < (2) ؟ , 1-<- (1) ] 


5 ۳۷ - 


هذا وعکن كتابة التديل نفسه باشل مختلفة تعاً لترتب الاعداد 
فى السطر العلوي . وعلى JEN Jae‏ فان الرموز : 

1 2 3 1 3 2 3 2 1 
CS. ges potio 3 34‏ 
تشير إلى التعوض LÀ‏ » حىث : 1ج3 , 3ج2 , 2ج1 


ويشار غالبا إلى الناتج و ه م ب هم ويدعى « حاصل ضرب › 
Ty q ca Ji‏ 0 . وهکدا lal‏ كان 


1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 
Sugg OOS <J 


عنصرن من و5 فان : 


1 2 3 4 5 
) 


Sis 


: ^X الاتدائية‎ "mn 
الزمرة وحبد[ ۱-۲۷] » ولکل‎ à sièl العنصر‎ QA GR ۳ - ۳ 
. ] ۱-۲۸ [ 2 عنصر 2 من الزمرة نظبر وحید‎ 
> نظوة . کل عناصر الزمرة (ه ,۳2) منتظمة‎ ۳ - 4 
: tj أي‎ 
aob=aoc > b=c 


Va,b,ceG : 
boa-coa => b=c 


البرهان : با ان لكل عنصر من الزمرة نظيراً » فان inmo‏ هده 


- ۱۳۸ - 


النظر بة نات من الاظربة [ı-re jo‏ . لاحي أنه ف الال العامة : 


© مه ح 2 هو 9 ا تقتفي bc‏ 
des‏ سسل JUI‏ فاذا اخترنا ااعناصر . 


7 6 5 4 3 2 1 7 6 5 4 3 2 1 مر 
ل qp PRRRSRL‏ 


1,123456 7 
ETE 


من ,5 [ ۳-۱۲] فان : 


۱ 
1 2 4 7 6 3 5 


رعم أن bac‏ کا هو r^:‏ 


ba— at= ( 


aob = a من زمرة وكان‎ gret a,b ان كان‎ : 4X r - io 
( aobeaoe الاو هي‎ illt oY « boe ob boaca أو‎ 
والمساواة الئاسة دي‎ 


. boa-eoa : 

۷ - ۳ نظر بة . إن نظير نظير أي عنصر 2 من زمرة هو العنصر a‏ 
#انقسه )6 أي : (ay =a‏ 

البرهان : )ا كان xus a’‏ دج » فان ج نظير د[ ۱-۲۲ ]. 


وبا آن us cb cU aJ ad (ay‏ على کون النظیر واحدا بالنسبة 
(ay 2a o [Y-vA ] & ihel‏ . 


۷ - خ نظوية . إذا — ) G,o‏ ) زمرة فان : 


- ۱۳۹ - 


Va,beG : (aoby—b'oa' 
"Y ] ۱-۳۲ | الرهان : زن صحة هذه الدعوی انحة من النظربة‎ 
. ملاحظة آن الزمرة هي موتوشد لکل عنصر منه نظبر فه‎ 
: وعکننا بالافادة من هذه المساواة » ومن طريقة التراجع إثبات التالي‎ 
Va,b,...,p,qeG : (aobo...opoqgy— 
—q'op'o...oa'ob 
مج نأظوية . لتحكن (ه ,© ) زمرة . فايا كان العنصران.‎ 
: مره من © » فإن لكل من العادلتين‎ 
aox—b و‎ yoa=b 
. © في‎ lae, S 
بعد‎ ] ١-0 [ البرهان : إن صحة هذه الدعوى ناتجة من النظرية‎ 
. ملاحظة أن الزمرة هي مونوتيد لكل عنصر منه نظير فيه‎ 
: JUI هذا ونحد حل المعادلة الأولى على النحو‎ 
aox=b = a'o(aox)-—a'ob -» (a^oa)ox—a' ob — 
cox—a'ob-— x-—a'ob 
. y=boa’ هو‎ yoac b مائة أن حل العادلة‎ $252) A, 
ور م تعريف : لتكن (ه, © ) زموة . فإذا كان ۾ عنصرة‎ 
: بن © » ص عددا صحبحاً موجباً فإننا نعرف‎ 


a* —40a0...0a - ( m عدد الخحدود‎ ( 


ب ۵ 4 


وإذا رمزنا ب ء العتصر اللحايد في 6 »2 فاننا نعرف : 


2 
وإذا رمزنا ب ١-ه‏ لنظير ج بالنسة د ه » فائنا نصطلح على أن : 
( عدد اطدود a7? —(a7!)9" —a7!oa^7!o...0a^! (m‏ 


هذا وفي الالة الخاصة عندما تكون الزمرة Lob e iar‏ نعرف 
( پفرض m‏ عددا معا موجاً ) 

( عدد الخحدود مم ) ؛ ma=a+a+... +a‏ 

(—m)a —m(—a)-— (—a) + (— a) +... + (— a) 

v 

وإذا رمزنا ب 0 للعنصر الحايد في الزمرة المعة [ ؛ - ] فاتنا 
نصطلح على أن : 

0a = 0 

ويحب التنببه في هذا الصدد إلى m) mao!‏ صحبح موجب 
آو سالب آو صفر ) هو محرد رمز نعتمده بغبة الاختصار في الكتابة » 
ولا يحوز البتة الظن بأنه حاصل ضرب عدد صحيم به بالعنصر ج من 
۵ » فلس من مبرر تثل هذا الظن » ذلك أننا بصدد سملية جمع عناصر 
من G‏ « ولا os DI Jie‏ ملة ضرب الاعداد الصححة وعناصر © . 

مذا وئترژه للقارىء إثبات صحة النظریة الواضحة التالة . 


» زمرة عنصرها الايد ء‎ (G,o) نظوية : لتكن‎ vr . v. 


“۱)١ 


: عنصرآ من 6 . عندئد یکون‎ a S KJ; 

E 1 

a a e qu y) 

(a^y = a™a (p) 

وذلك أا كان العددان الصححان «,ص . 

$ o م الزمرة الشديلة ( الآبلية ) : إذا كانت العملة‎ vy 
.] ١-1١١ [ الزمرة (ه , ©) تديامة » أسمينا الزمرة تبديلة أو آبلة‎ 
وبالاضاءة إل. الخواص الابتدائة للزمر التي أوردناها فها تقدم » فا‎ 
: الينة التالية‎ obh JLE (G, o) Wad iya 

aobo... op ob » 6 من‎ a,b,..., p كانت العناصر‎ ul 
لا يتغير عند العدث يترتب العناهر » أو عند الاستعاضة عن بعض هذه‎ 
العناصر يناتحها . ويترتب على هذا مثلا أنه يكن إراد نظير الناتج‎ 
: أي‎ c dgl piu aobo,..., op 

(aobo... op =æ’ obo... op 

oly‏ لافرق بين aox=b, xoa=b oll! de‏ ذلك أن حل. 
کل x-ca'ob-boa ja‏ ۱ 

وعلى سبيل المثال فاٍن آي زمرة تناظربة ,5 ( درجتا لاتقل عن 3 ) 
هي زمرة غير آبلة . فاذا كانت 5 د مثلا » واخترنا من ,5 العنصرین : 

1 2 3 5 
a —( 4 b—(i ili) 


nd 2455 4 3 2 1 
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1 2 3 4 5 | £12 3 4 5 
eg DE 


کذلك فان زمرة دورانات الثلث [ ۳۰۱۰ ] غير آبلة 


الزمرة الجزئية 

yy‏ م تعريف : لتكن (ه,4)) زمرة » 11 ججموعة حزنة من 
© . نقول عن 51 اما زمرة حزئة من الزمرة © إذا v2 OH cS‏ 
زمرة بالنسة '*' ل ه. 

ملاحظات : 

مم _ مس لا كانت الزمرة المزئة هي زمرة »2 فلا يمكن أن تكون 
Ale pas de bue ilu‏ 

۷۶ - م في كل زمرة 6 زمرتان حزئتان علی l^ QU‏ الزمرة + 
نفسپا » والزمرة الزئة (ع) اطاوبة Je‏ العنصر Lo Je aldi‏ 

vo‏ ۳ اذا كانت ۲۲ زمرة حزشه من 6 » وکانت ۲ زمره 
حزئة من K ob « H‏ زمره i) ye‏ من ) . 


۲ - م لكل i JE.‏ من الزمرة ( 6,0 ) عنصر ماید و احد 


) * ( أو m‏ أدق ۵ پالنسبة لقصور العملية الداخلية ( أي التابع ) 
O‏ على H‏ ۰ 


وت تا 


هو العنصر المحايد ء في © . وفي المقيقة » إذا كان ن هو العنصر الايد 
ازمرة اعزئة 11 مثلا » فجب أن يتحقق في » الماواتان : 
cou =uoe =u‏ 


كا يحب أن بتحقق في 1 الماواة : 


وبالتالي فحب أن يتحقق في © المساواة ند ٥ء‏ = ن ه ن الي تقتضي u-e‏ 
لأن جمبع عناصر الزمرة منتظمة [ 7-1١4‏ ] . 
امس : 

0+ # إن مموعة الاعداد الصصحة Zz‏ هي زمرة جزنة من الزمرة 
(+.8) أي زمرة الأعداد الحقيقية 2 بالنسبة لعملية المع العادية + . 
كذلك فان مموعة الأعداد الصححة الزوجة تشکل زمرة Uje‏ من 
الزمرة ( + , 2 ) . وبالتالی فان جموعة الأعداد الصحصحة الزوجية تشکل 
زمرة جزئية من الزمرة ( +,8) [ ۴-۲١‏ ] » الأمر الذي يڪن 
التأ كد منه مباشرة دون استخدام الزمرة الوسطة (+;2) . 

هذا ولا تشكل مموعة الأعداد الصححة افردية زمر حزئة من 
(+.2) ( ولا من الزمرة (+ .8) ) . 

۸ - ۳۳ آن کلا من ( و , و3 , ی ) Ra},‏ , و8 ) شکل زمرة 
جزئة من زمرة دورانات اثلث الواددة في [ ۳-۱۰] . 


۹ - ۳ نظرتة : لکن (ه,6 ) زمرة و ist H‏ حزئة من 
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© . إن الشرط اللازم والكافي حتى تكون 13 زمرة حزئة من الزمرة 
© هو أن تتحقق الشروط التالة : 

(۱) آن تکون 11 مجوعة غير خالية . 

(؟) أن تكون H‏ مغلقة ( أي مستقرة ) بالنسة ل ه . 

. نظير آي من عناصر 1 بالنسة ( ه‎ 85 5€ ol (v) 

لبرهان : ازوم الشروط واضتم » ذلك أنه إذا كانت 81 زمرة 
جزلبة من © 2 فبي زمرة بالنسبة ل ه » والتالي فبي غير خالية 
[ ۲۳ - ۳ ] وهي مغلققة بالنبة د ه » وتحوي نظير أي عنصر ٠‏ 
منتم الها . 

وبالعكس سنفترض الآن Hol‏ موعة جزئة من © تحقق الشروط 
(۱) - (۳) » ولبرهن أن 13 زمرة . 

وبكفي لمذا الخرض € إذا أدخلنا في اعتبارنا الشرطان (r) e (y)‏ 
وأن العملية ٠‏ تجميعبة على 15 لأنها تجمبعة على © » يكفي إثبات وجود 
ale as‏ في 871 بالنسة ل و . 

في c ual‏ كانت 25 غير خالية استناداً إلى )١(‏ » فانها تحتري 
على عنصر ‏ على الأقل . وبالتالى فان 11 ع'د استناداً L1, . (v) dd‏ 
كانت H1‏ مغلقة بالنسة ل 0 استناداً إلى (؟) » فان ء > 'دمج ينتمي إلى . 
إلى H‏ . وبا أن ء هو العنصر الايد في 6 فبو العنصر H à «ld!‏ 
۲٩ 1‏ - ۳ ] . 


٣ - ۰‏ ملاحظة . في الخالة ااصة الي تکون فیا الحموعة الزئة 


pene - 1(0 


à H‏ النظرية السابقة مذتهية » يكن حذف الشرط nem‏ ( راجع 
التمرين المحاول ۲۷ ) . 

وم س مثال : لكن عا bs hus‏ مثبتاً . ان جموعة au‏ 
الصحيحة ( 7 © << | دا ؛ - ع3 تشكل زمرة جزئية من زمرة الاعداد. 
الصححة بالنسبة لعملية امع العادية » ذلك أن © × وضوحاً » ک). 


k(m, 4 my) من ع1 هر العتصر‎ km, » km, ras di et "ml 


الذي ينتمي إلى 1 ( أي أن. K‏ مغلقة بالنسبة للعمية + ). . des‏ 
ins‏ عنصر ص من 2 هو العنصر K Jb que (JI -km‏ 


( لأنه يساوي حاصل ضرب العدد k‏ بالعدد الصحيحع Com).‏ ( . 
S rY‏ ۳ مثال $ کن ( 4,۶ و6 و و2 G-í E‏ زمرة بالنسبة. 
ileal‏ الداخلمة (۰) المثلة بالحدول 








ej e ab cd f 
f cd 
s. b|beadfc 


a. 


flf cd ia ben. 


إن استخدام [ ۳۰ - ۳ ] بت ماقرة پا )5 E f} te a‏ 


زمرتان حزئنتان من الزمرة © 


MU = 


جم م نظر ü‏ " لتكن e aj » ey H 6 j O)‏ 
6 . ان"اشرط اللازم والكاني كى تكون 4 زمرة جزئة من الزمرة 
0 هو أن ٠‏ يتوفر الشرطان التالنان : . 

() آن تکون ۴ بموعة غير M&‏ .200 

«Ho ا‎ 5 QUE! ) a,b ol aat o6 V (v) 
0 . 8 كذلك إلى‎ yi aob فان العنصر‎ 

البرهان : إن الشرطين لازمان » ذلك أنه إذا كانت 16 زمرة جزئية. 
من 6 فبي غبر خالة [ ۳-۲۳ ] . ولا كانت 25 زمرة oJ LJ‏ 
[ ۲۲ -۳۰ ] فانه أنا كان م رو من ۲ » فان "و عنصر من 13 ۱ ولا 
pas aob o c ۵ EI‏ من 1 كذلك . 

لننتقل إلى البرهان على LUS‏ اشر طين » اي نشت d‏ ذا كانت 
11 محرعة جزئة من 6 قى الشرطن )4( Hob € hu‏ زمرة. 
في الققة » لا كانت 81 غير خالة ( الشر ط 71 ) فاما تحتوی علی عنصر 
( على (v) EA "ance aé Xa. (9M‏ أن aoa = e‏ 
e‏ شتمي إلى 8 . zl us.‏ » عنصر ايد في © فهو عنضر H à ile‏ 
ون 1 t C 0 M ons. [r-‏ ولکن pv‏ 
a$ a,c‏ 
ae H > ii H EM "E Gy‏ | 7 

.. إلى 14 كفلك‎ Doe w bi H ot a أي أن لكل عنص‎ 


E |‏ أنه أيا كان العتصران 8 ره من aob bb H‏ عنصی 
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٠ [1 إلى ( * ) أن بط عنصر من‎ ISl o; من 55 . في الحقبقة»‎ 
.H gs luae ao(by-aob of. (v) JI tcl, « JU, 

وهکدا d d‏ توصلا إلى آن الشرطن (v) « (v)‏ قتضان 
الشروط (۱) » (۲) » (۳) من [ ۳-۲۹ ] » وبالتالی فان 11 زمرة 
جزئة من الزمرة 6 . ۱ 

۳۶ - ۳ مثال : شکن ( ۲ ,6 ) زمرة » وللقابل کل عنصر 2 

عن © تطق ,؛ ل 4 في © معرف القاعدة : 
VvxeG : £(x-aTx‏ 
وسنبرهن الان آن عموعة التطسقات : 
F-(£l|l£(x)-aTx : a,xeG)‏ 

تشكل زمرة جزئية من الزمرة التناظرية و5 . 

(أ) إن التطبيق © ج 6 : ,؟ غامر » ذلك أنه أبا كان ط من 6 » 
خبنالك عنصر × من © محقق ط-(*).؟؛ ts. [r-i]‏ كان lia‏ 
العنصر وحيداً [ ۳-۱۸ ] فان ,؟ متباين کذلك . لذا فان ,۶ ( یا 
كان 2 ) هو G J (pas‏ » وبالتالی فان ۳ هي محموعة جزئة من مجموعة 
gll ) G eb‏ تشکل دعامة م5 ) . 

(ب) إن As e Fo‏ أن © تحتوي ( على الأقل ) على العنصر 
المحابد ع . وبلتالي فان 7 تحدوي على ,؟ . 

(<) ليكن ,؛ , .5 أي عنصرين من # . من السبل التأكد من 
أن نظير .6 بالنسبة لعملية تر كيب التطبيقات ه هو ,6 ( تأکد من 
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ذلك بعد أن تثبت آن ,۴ هو العنصر الحايد في 5 بالنبة ل ه ) .ول 
كانت العلاقة التالة . 

(fı o fo) (x) = fı (f, () ) = fı (b’ T x) =a T (b’ T x) = 

(a Tb) Tx- £ vv (x) 

صححة آبا کان × من © » فاننا نستنتج أنه أيا كان Q^ f, f,‏ 
F‏ » فان fof,‏ ( الذي هو ائج y‏ کب آي عنصر ,؟ مع ,۶ نظیر 
العنصر الآخر ) هو العنصر ,۶۰ الذي ATb oJ ) F dl qx‏ 
بنتمي إلى © ) . 

وهکذا نری آن شرطي النظرية [ ۳-۳۳ ] محققان بالنسة د ۳ 
الي هي جموعة جزئة من bc ( So‏ إلى « ۰ ) . لذا فان AF‏ 
زمرة جزئة من »5 . 

مم - ۴ نظرية . لتكن (ه,©) زمرة » a‏ عنصراً من © . 
عندئذ تكون المجموعة الحزئة من © : 

er uso‏ ی ی 

زمرة جزأية من الزمرة © . 

البرهان : نلاحظ قبل كل شيء أن [2] لست غالية »2 ذلك أن. 
و - 2۱ عنصر من [2ج] . لنفترض الآن "د , هح أي عنصرن من [ د ]: 
١ : ijae‏ - هه مدو مسج -1-(5ج) مسح , ولا كانت [ د | تحتوي على. 
كل القرى الصححة ل ج » فان *- *ج عنصر من [2] . 
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۰ 


uu (al Ds spes » [a] uu المزلة أغ غير‎ bd من‎ a" 
A Jaai i, « (G,o) من‎ i y JONES وبالتالى فارت‎ 


i -— - 


š x dtr d — Yo. ME " ii| La] ue 7 3 r-n D 
26 من‎ a من ل‎ G-[2] كانت‎ up. (A ب‎ d JU 
أن کل زمرة‎ e ومن الواضح‎ (a هقانا إن © زمرة دوارة ) مولدها‎ 
0 | OG ul 
وی سل ال‎ + dee. 5 En ig. m ip P وقد‎ - u 
Cg a 2 هي زمرة‎ [v 5 v] à الواردة‎ zo) خان‎ 
ILA و‎ EE m مو لدها 1 » ذلك أنه أن کان | العده امجح‎ 
d uU 6 mis إذا كان‎ ja. ۱ 1۳ فانه ساوي‎ 6 Y A, :أو‎ 
XXs Chal 12+ خت‎ 0n Oa : ] ۳-۱۹ [ 
. نظير 1 بالنسة لاغملة + ء' أي 'أن 1 - :4 . لذا فان د(و)=د-رى‎ 
d «oboe امع العادية‎ ile .ولا كانت ۳ على 7 هي‎ 





(3 ds «c D+ (= Msn 
a ۰) و2‎ i من أن العدة‎ "ie من ؛ القادقم‎ kan هذا ويظل‎ 
زر‎ 0 v: ng ` T من القوى‎ ma غير‎ E وعلى 2 من لكك‎ 
وعندها‎ € Tefal ق‎ dr s ËI $i رن‎ I mo E 








A308 
نھ ب‎ ۳ 2 ^ ^ 
e 1 © © تس‎ 


تتكون الزمرة الدوارة متنهة . وعلى سيل (1,-1,1;-i] 0b JU‏ 
[ بفرض Len ig 2p) ^ (Paesi‏ النسة امملة الضرب » مولدها 


1 S 1 vis d Qij6-1: آو د فادا أخدنا المولد : مثلا نحد‎ i 
. وأبة قوة صحبحة أخرى ل 1 هي حتما أحد هذه العناصر الأربعة‎ 
: ها يلي‎ ) 4o. ) Jadi وسنبرهن في التمرن‎ 


ب« # .فظوية. .. إذا كانت :©. زمرة .دوارة ؛ 7 n les j‏ 


,ومولدها 2 2 .€ فان e ). a =e‏ العنصر G á. ald‏ » کا آن العناصر 


: da, a; تور و و‎ =e} io Adi هي عناصر‎ G à iA 


۳۸ - ۳ نظر بة p‏ إن تقاطع أي s ate‏ من الزمر از نة o‏ 3 


. (G, o) من‎ Uje ipj lal g (G, ۰) 


lex; x m‏ اوا أن تقاطع m PE ie‏ 4« ذلك انك 


كلا من عناصر 8 يحتوي على العنصر المححايدء في 6 e [n n]‏ 


m 


ول ان وا( غير 


s bio " M bal 8. الى نی(‎ G ie 





e aob x 


منتماً إلى كل زمرة جزائة » وبالتالي إلى E ia abi‏ الزشة › 


وهکنذا ری .أن b.‏ ي. النظونة. ] ۳۳ uda, €. ouis [ Y-‏ بجني أن 
Rel ah‏ رن یم | 


تسمى بالزمر المزئة ( أو اللامتغيرة أو المتميزة ) . 

۹ - ۳ تعویف . boxe andi‏ 1 من الزمرة (ه ,6 ) 

ما زمرة جزئة ناظمة من © إذا محقق الشرط : 
VgeG, VheH : gohog eH‏ 

وإذا عرفنا المجموعة بع 0110 ج عی آما : 

goHog-(gohog :heH) 

فانه يترتب على التعريف أن الشرط اللازم والكافي حتى تكون 11 
زمرة is ye‏ اظمة هو آن کون : 

VgeG : goHog CH ( &) 

۰ ۰ ۳ فظوية . الشرط اللازم والکافي كي تکون الزمرة الزئة 
13 من © زمرة جزلة ناظمبة من © هو : 

VgeG : goHog =H (**) 

البرهان : إن تحقق الشرط ( +« ) بقتضي بوضوح الشرط (*) » 
أي أرف تحقق الشرط ( +« ) کاف ge‏ تکون 13 زمرة حزئمة 
ناظمة من 6 . 

وبالعتكس » لنفرض الآن أن H1‏ زمرة جزئة ناظمة من 6 ( أي 
أت الشرط )4( i£ de oxi, € ( RE‏ الشرط ( ** ) . في 
الحقيقة ope‏ اختارياً من © » فان بع يكون عنصراً من 
© . عندها بقتضيالشرط (») أن يكون 85 Cc‏ (ع) ه ۴ ه ع أي أنيكون 
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: © كان يم من‎ V وينتج عن هذا أنه‎ . goHogCH 


go(goHog)og CgoHog ج‎ (gog)oHo(gog) 


CgoHog — eoHoe-HCgoHog' CIIJ 


VgeG:goHog =H jÎ إن (*) و (***) سئارت‎ 


وهو المطاوب . 
المومومورفيزم والايزومووفيزم : 


عرفنا في الفصل الأول صنفاً خاصاً من التطبيقات من بنبة جبرية إلى 
أخرى أممناها في حننه افومومورفیزم ودرسنا بعض خواصها . وتلعب هذه 
التطسقات فى نظرية الزمر دوراً غابة في الأهسة ۱ ذلك أنها تعتير وسلة 
لدراة الخواص الرئيسة لازمرة » کا آنها تصلح أداة لبرعای بعض النظربات 
التعلقة بالزمر . 
«) - ۳ فظربة . للکن (6,9 ) زمرة » (مرظ ) رد موعة 
Lilo ile ele‏ € ولیکن ۶ هومومورفیزمً ا ( 6,٥‏ ) في ( ۾ ,۴). 
عندند : 
(۱) یکون اخبال امومومودني J eb 2^) G-f(G)‏ .0 
(؟) إذا كانت ۲ زمره حزشة اظمة من 6 » فان خافا 
(13) + - 15 هر زمرة حزئية ناظمة من الزموة © . 
البرهان : )١(‏ إن النظرية [ ۱-۵۰ ] تبن بان ج بجوعة جزئة 
مغلقة النسة ل * » وأن + حملة تجمعية على ج ( لأن العملية ه 
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تجبيعية على © ) » وأن العنصر ()؟- د هو عنصر Lag à ale‏ 
د + ( لأنء عنصر حايد ل ه في © ) » وأن لكل عنصر a fla)‏ 
ج نظيراً (ع)؛ باللسة ل سب ON]‏ لگل عصر و من a aS G‏ 
بالنسة ل ه ) . لذا فان ج زمرة بالنسة mE E‏ 

O8 عنصراً كيفياً من 8 و ج عنصراً كفب من‎ 5 ii (v) 
: عندئذ يوجد عنصران ( على الأقل ) ط من 55 و ج من © بحيث‎ 
و ا‎ - 
t(gohog)- f f(h)« teo E a لأن 3 هومومودفیزم‎ y 
e uero B ۱ TT من‎ e اب‎ O 
8 8 عنصر من‎ oho g ia H من‎ ib petes dés 5 
Lut gen gue di 8 لكن 5 أي عنصر من‎ 
" 24 SER 4 y i Ux 

o) ipii bonn f d " PTT ۴ |‏ ) ات 

العنصر الحايد ء في الزمرة ( ب,5) ذات العنصر شاد diss‏ 3 

u-f(). 0‏ 4 ۶۵۱-۶۵1 ألا كان و من .0 

(Imf + أجانا.ب‎ 4 P الذي‎ ) &-f(8) Jaya JU-! (v) 
. 5 هى. زمره جزلبة من الزمرة‎ : 
ji) He f-u) ie (y). 





du‏ هنها .1 ) هي زهرة جزئية ناظبية من © . وتسمى ()1-؟ نواء 

او مومور فبزم ؟ » وردمز ها , E‏ اليد عدي غيب عب 
البرهان : لقد تم إثيات pee] c o‏ (؟) فهو 

5 عن النظرية [ 4۱ - م ] ذلك أننا أثبتنا في حبنه أن ۳ 

ل * ؛ ولا كانت ` ج عموعة PE‏ من 5 » فان تعريف UD‏ 

5 تكون ع زمرة حزلة من الزمرة‎ ot Je 

۱ بن Ed a‏ مرن اه من 1 


Ds 


f (a o b’) = -f()e f(b)-f()e[f(b]oue د ان‎ 
إلى ذلك‎ " "n . 11 وتعني هذه المساواة أن “6 6ج عنصر .من‎ 
على‎ fokal- IN (0d اناد[‎ e e ۷ o3.) Hol. 

۱ فر‎ E A جم‎ [ 


CE 


u‏ هب فا ۳ (s p vt. vt‏ € کان اندر H vt h ٠‏ 3 ور 
ع من 6 فان s‏ | | 
56s :‏ 


= ۳ HE RT ۸ à 
m tos f 7 i d 9 8 1 oE uh . 
^ - : Q2: i ی‎ E $.4 a i 

Ar d Mh tz GRexde, AQ i$ . m 


füoheg)- -fg te "n E rs f 
۵ Ore 
من ۷ » أي أن‎ pu کون‎ das. cis وهنا‎ . 
6 من الزمرة‎ s dà ارا‎ o! E eA 
هي‎ (6, T) کل زمرت‎ Cayley : نظوية كايلي‎ ۳ - ۳ 
E 0S6 i vei Š 7 ن از‎ y^ ÀJ E ازمرة‎ osx 








F-(f|£(xX)-aTx : a,xeG)- 
. 5 تشكل زمرة جزئة من الزمرة التناظوية‎ 
K(a)= f وستيرهن الآن آن التطسق ۳ جح + : 16 العرف بالقاعدة‎ 
Sc من‎ (F,o) Gl $93! Je (G, T) هو |زومورفبزم لازمرء‎ 
. ) و هي هنا علية تر كيب التطبيقات‎ ( 
7 »الذي هو غامر کا هو واضح‎ K اول از التطبيق‎ Ou (Y) 
: متباين . في الققة‎ 
K(a) - K(b) 9 f,-f, — VxeG : f, (x) - f,(x) 
=> aTx-bTzx 
فاننا‎ )] ۴-٠١ [ ه تقتضي ط- د‎ ٣ × ولا كانت الساواة ۽ ۲ ط‎ 
| . نستنتح أن 12 متباين حقاً‎ 
آن ع تقابل » بقي علينا إثبات أن ع3‎ ):( à Ue ol as (v) 
: هومومورفيزم . في الققة آبا کان العنصران ط ,د من 6 فان‎ 
far» (x)= (8 T b) T x=a T (b T x) =f, (b T x)= 
f (fa(x) ) - (f, o f ) (x) 
+ کان × من © فان 05 5- وم . وما أن‎ V Lua ولا كان هذا‎ 
K(a-f , K(b-& , K(aTb)e-fr 
: فان‎ 


K(a T b) - K(a) o K(b) 


- 101 - 


أي أن كا هومومورفيزم . وإذا أضفنا إلى ذلك ما وجدناه في )١(‏ 
من آن 1 تقابل PE o‏ إيزومورفيزم ل ( 7 , © ) على الزمرة الجزائئة 
( ۲,۰ ) من الزمرة التناظرية 56 . 

tt‏ - ۳ ملاحظة : با آننا ! نمل أي شرط علی العدد الکاردینالی 
( الأسامي ) ل © » فاننا نستنتج أنه إذا كانت الزمرة © منتهبة 
ومرتبتها « > فانا إيزومورفية ازمرة جزأية من الزمرة التداظرية ,5 من 
الدرجة « . 


- )oY- 


عم - للکن 8 مجموعة مزودة EE B daz La‏ العنصر | 
د من ف متساوي القرى la] Idempotent ( lel Î)‏ کان P aoa-a‏ 
برمن di ob‏ زمر: )9, (G‏ ) تحتوي على عنصر مراوح واحد li‏ ^ 
Lai‏ الايد م ل 0 . 
JE‏ : لا كان ع -ء هه » فان ع عنصر مراوح . ولو افترضنا 
وجود عنصر مراوح آخر نا (ء خرن ) في هذه الزمرة » لكان 4ن ع بده نا . 
ولکن هذه المساواة تقتضي ume‏ [ ۳-۱۵] » وهذا خلاف الفرض 
لذا فان أي عنصر مراوح لازمرة © هو عنصر محايد في © Q6 Us.‏ 
à‏ أي زمرة عنصر محايد واحد فقط [r-r]‏ فان أي زمر محتوي. 
على عنصر مراوح وحد هو العنصر e All‏ فما . 
6 - لتكن ( + ,»© ) زمرة . برهن أنه إذا حقق عنص ران « , ه. 
من ب العلاقة  »-«‏ خ » كان العاصر الايد م ل 7 . 
لحل : لما كان x-eTx‏ ) استنادا إلى تعريف ع ) »6 فان. 
العلاقة المفروضة تكافىء العلاقة ‏ 7 ع - ,د 7 د . الي تقتضي استناداً A‏ 
۳-٠١ [‏ ] ء-ه وهو الطلوب . 
,8 - لنرمز ب (3) جموعة أجزاء احموعة غير اخالبة × . برهن 
أن كلا من البنيتين ( لا , (2)36) , (0 , (8)3) mud, Ad j^ uh‏ زمرة. 


O 304 - 


الحل : إن (نا , (5)36) مونوئيد » ذلك أن : )١(‏ مملية الاجتاع 
هي سملية داخلية على c PO‏ فاجناع آي عتصرین من 8۵0 ( آي اجتاع 
أي جموعنين جزئيتين من 3) هو عنصر من ۳00 . (؟) العملية U‏ 
É Led‏ انعم . GE d du, (e)‏ بالنسبة ل نا هو الجموعة 
اخالىة o3 dis, ) b‏ الجموعة الخالة v b‏ #موعة جزية من al‏ 
جمرعة ×) . ۱ | 

لکن (ن , )5) لست زمرة > ذلك أنه لو افترضنا السکسن ‏ » 
لكان لكل عنصر AXo‏ نظير بالنسبة ل نا . وهذا يقتضي واجود نظير 
ل 2< (: 2< عنصر من (2)0 .): بالنسبة ل نا » أي وجود عنصر P(X) Y‏ 
يحث : ف -لاناع1. لكن هذا مستحيل » لانه أيا كانت لا RX)‏ 
فان ×> ۷ 1۷ و .۵ عد ؟ز فرضاً . 5 مه بت نویه 

ملاحظة ( : لو كانت في =× » فان المونوكيد ( نا, (۳)۵) بغدو 
زمرة . ( Pu * 14 | | p‏ 

ملاحظة (7) : إرف دراسة المسألة من ا 20,6 ) تم 
.على نحو ممائل . ده EET‏ 

٠‏ /اإلم ‏ لتعن ره,ع ) زمرة عنصرها. "Y‏ . برهن أنه إذا 
ad‏ أحد الشروط التالة : س 
رب 1ھ E | oy‏ 
i oF OFF‏ سيد 00 Vae, G‏ 


.VaeG: Tama. — (*) 


فان الزمرة (ه,6 ) تکون آبلة . 
الحل : لنفرض تحقق الماواة الأولى . عندها نحد : 


(a o b)? = a? o b? = (a o b) o (a o b) = (a o a) o (b o b) 


= a o (b o (a o b) )=a o (a o (b o b) ) ) ه تخصعصسة‎ ( 
=> bo (a o b) =a o (b o b) ) ] ۳2۱6 [ نظرية‎ ( 
=> (boa)ob = (ao b)o b ( iat o) 
= boa =aob ) ] ۳-۱6 [ $39) 


ولا کانت الساواة الاخبر: صححة آا كان q^ a,b‏ 6 » فات 
(ه ,6 ) زمره آبلة . 

)١(‏ إذا كانت العلاقة الثانبة صحبحة » فانه أيا کان العنصران ظ رد 
من :) نحد : 
a?=e, b?=e, (aob =e = a?ob?=e, (aob)? =e‏ 

=> a?o b? = (a o b)? 

وبتطبيق نتبجة الشق )١(‏ من هذه المألة نحد المطلوب . 

(*) لنفرض أخيراً تحقق العلاقة الثالشة . عندئذ vi‏ كان العنصران 
طرة من (ao0by-b'oz Q9 (aoby-aob òb G‏ 
استناداً إلى b'-b o6 Ll, . aob-b'oa' o . [r-w]‏ 
LH ua o! us aob-boa Ob «aca 5‏ صححة أا كان 


ره من G‏ » فان (ه ,6 ) زژم ‏ قبديلة . ' 


- ۱٩۰ - 


۷۸ - تكن Lu haee. o5 ibl spj (E, T)‏ 
من Ty. E‏ للعنصر المحايد ء . والمطلوب إثبات أن 85 زمرة آنل ة 
كذلك بالنسبة للعملة الداخلة | المعرفة بالقاعدة : 

«a ) *)‏ 1 ط 1 2ط 1ه : Va,beE‏ 

IAS O4 Qj): 3‏ 7 عملة داخلة V eb c‏ کان ظ , 2 من 
E‏ ¢ فان و ط [] 2ج عنصر من 2 أيضاً . وبالتالي فان :52 مغلقة بالنسة 
للعملة | > أي أن | iit ie‏ على ع 

(؟) العملة الداخلية ر مجميعة » ذلك أنه أيا uem‏ العناصر 
a,b,c‏ 8[ فان : 

(aLb)lc-(arTbTa)lLc-(aTbTa)TcTa 
«2 ۲ محصسعة ) © | © [ 0 ۲ ظ‎ Tod V لاضرورة‎ ( 
-aTbTcTaTa ) baj T) 


و ادا من حبة آخری ۱ 


۵ ۲ (۵ ۲۰۲ ط) ۲ هت( 767 طا) ل مدن 1 ط) ‏ 5 
TE 4‏ پر شم و 9 . 4 E‏ . 
)$5293 لاقوای zaTbTeTaTa (kx T oY‏ 


4 A à 
al وحدنا‎ [5M مره‎ T. اة‎ QU و انا‎ 


Va,b,ceE : (a | bi |c-a (bi c) 


Abas j ikali (r)‏ , ذلك أن Geba inad T‏ فلا فرق بينالتائس 


1 


gA jabiq‏ سأري طا ج ) ور انات ۵ 7 2 ۲ ظ ( الدى 
a 9 ` e» - va‏ - 


b تا ۲ ا‎ En ۱ 
۱ 0 ۳ es UELUT. vex 


2. 5 كان ط,ه من‎ WV dis, « (b La dst 
DOSE فاا کان ۾ من‎ c | Ju ale وحد عنصر‎ l>) ($) 
a lu=a 22 2 ۲ ۷ 7 6 ن) | 2 <2© جرع‎ T «(=a 
ج‎ u T7 «=€ 
(Ry) Q^ إلى وحود نير واحد لكل عنصر‎ bu, 
نظير ن بالنسة للعملية 7 ( نحقق‎ gu! (uus فان ن موجود ووحيد‎ 
(VaeE : alLa'-a Lla-a من أن‎ 
» 1 (ه) کي يوجد لأي عنصر + من 8 نظير ج بالنسبة للعملية‎ 
: فانه يحب أن بتحقق الشرط‎ 
ala=g < aTaTa=g 
موجود روحيد وب_اوي‎ a واستناداً یی [ ۱۸ ۳ ] نری آن‎ 
قق من أن‎ (۰ ۵ Ta Ta أو‎ a T(aTay 
(vaeB: ala-ala-aq | 
زمرة تبديلة‎ ) 7, 1 ( ol gm (o) -(Y) ات توفر الشروط‎ 
. وهو المطلوب‎ 
8م - لتككن 5 زمرة ذربة غير آبلة عنصرها الايد هم » ولتکن‎ 
. ساوي ء‎ abcd LE S أربعة عناصر من‎ a,b,c,d 
: lal e برهن آن کلا من النواتح التالة يساوي‎ )١( 


bcda , cdab , 0 2 ط‎ © 


- "Y - 


Á y do! >»‏ ۴ م سیم هت 
d-^!c7! dee f » a, b,c Ju d 4E d-! gs se (v)‏ 
بدلالة a,b‏ . 


: لد.نا‎ (Y) ۰ JH 


abcd-e — a !(abcd)a-a^!ea 


=> )27 1 (م‎ ) 6 0 2(- 2۰۲1 62 ( iaat opal ile ( 
=> bcda =e ( a^ !a-e لأن‎ ( 


طع 1ط - (ط 2 1 » ) (ط ' ط) = =æ b~!(bcda)b=b7!eb‏ 
اک [ 
( لان cdab =e ( b1 b= e‏ >= 
c'"'(cdab)c-c^!ec - (c^'c)(dabc) = clec‏ >= 
iaat oral ile )‏ ( 
(لأن dabc =e (c7!e- e‏ >= 
dab c= eòl oY! bay (y)‏ . إذن 44-1 -(» 26 )ل . وتقتضي 
هذه المساواة [ ۳۱۶ ] الساواة 07-1 ط ج » ونکون پذا قد bae‏ 
عن .a,b,c 33» d-!‏ 
هذا ومنالو'ضح أن المساواة 0-1 دن ط ه تقندي .(abc)c^! & d^ !c7!‏ 
ولا كانت عملة الفرب مجمعة فان : او (ا-من)طج. لكن 
م ‏ ۱ لذن ab- d^! c-!‏ . 
هبه لتكن © جموعة كل الأزواج المرتبة ( ط,خ ) من الأعداد 
liaki‏ بفرض 4540 € ولنعرف على © عملة الضرب التالية : 


exe 


(a,b) (c,d) = (ac, bc +d) (ow) 
Ue s 9 * بر‎ : NH 4 $ 
شد ج‎ pall ileal زمر « عبر لد نله بالنسة‎ GG! أو لا : برهن‎ 


ثانيأ : برعن أن جموعة العناصر ( 2,0 ) تشكل زمرة حزئة 11 
من اأزمرة 6 isay] H Dus é‏ للزمرة ( R* Qj‏ ( (أي زمرة الأعداد 
الحقيقة المغايرة للصفر «النسة لعملة الضرب العادية ( 

۱ e((a,b))-a s Arv بي‎ 2 )2 - 1 lhs ya) : ot 
JE le^ کل‎ du» الي‎ G عن‎ e ali اي مو عه‎ ) e es a) بين او‎ 
الزمرة الكزئة‎ ol € G تشکل زمره حرنه هن‎ ) 1 QA العدد‎ 
آي زمرة الاعداد القبقبة بالنسة لعملة‎  ) 10, + ( إيزومورفية لازمرة‎ 


ام العادية ) . 
تا £ 


PEEN $‏ = 
اولا : (؟) إن مملة الهرب العرفة بالقاعدة («#) هى عمللة داخلة 


* 5 5 ۰ص‎ s 7 a f —- 
ااعتصری لاختار ین‎ co 5 LS (aci beca d) ان‎ Ase G على‎ 
5 SU E uu 5 Ki ١ + J 


* ۲ + # 
yti | ع‎ os $ - 0 "i pets à 5 dee f í 
3 C ds 2 | 2 DO ESE ا ی‎ det e 4 Xx Y به :1 : | و‎ a ) a 1 a 4 b ) 
للصفر‎ P CS 
Re nu dersih cq qv ac4bb e TR cca p. inso ETE 
1 Í ; E j a 5r 3. Y 4 : aem t. اي‎ * n 8S Mec E ١ g ا‎ ۴ T weh s ta ar ف‎ i ۲ 


(a, b) ((c. d)(f,g)) - )2 ,5( (ع +41 ,1ء)‎ - 
(acf,bct+df +8) 


(۴) إذا وجد عنصر G d (x,y ) Si‏ € فحب أن تتحقق 
العلاقتارث : 


(a, b)(x, y) = (a , b) J (x, y)(a, b) = (a,b) 


إن هاتين العلاقتين تكافئان حملة المعادلات اعطة التالة : 


Ví(a,b)eG 


aX-a 1 bx+y=b 


Xa=a ۷ 2 +b =b 


و من الو اضح |4 بوحد فده y=0 ae JI e ak‏ ,)0 1= × 
AU,‏ فان العنصر 9G à m‏ )1,0( 
(؛) إذا كان العنصر ( « , ع ) مقلوباً ر اي نظیراً بالنبة لضرب ) 
„aal‏ الاختاري jig 2 —— é (a,b)‏ العادلتن : 
(a,b (E, n=0,0 2 E, ya, b)=(1,0)‏ 
التين تكافئان حمة المعادلات الأربع التالية : 


0= | + ۶ 9 ; 1 - ع 2 


۲32 + 9-0 


1 < 2 ع 


( + ) يكني آن یکون هذا ال موجودا gu‏ بکون رحیدا ( النظرية 
eX posse]‏ 


ب 560( - 





ومن الواضح أنه يوجد هذه ااعملة ال الوحد (*) 

ےھ و ,روع ع وبالتای‌فان للعنصر ( 2,5 ) الاخشاري من G‏ 
b‏ 1 

a S 

نستخلص ما سق أن © تشكل زهرة ( ضربة ) . لجكن هذه 
الزمرة غير آبلة » دلك آنه مثلا : 
C 4,9 6,3 - C72, 3)‏ )4 —,2—( — 4.9—( )4,3 

. Ha d ob ez or) : Ut 

(b,0) olas o6 VI (v)‏ , (0,ه) من 13 » فان 


(4,9 (b,0)7'- (a. (p.392  (C(6) JE bul ) 
Aoc Dp 


. 6 آن 4« زمرة جزلة من الزموة‎ ]۳-۳۳[ $4 uu Uv, 

لنعرف الآن التابع *8 ح 11 :] بالاستور ه < ( (2,0) )2 
وانبوهن أن ؟ إيزومودفيزم لازمرة المزئية 14 من © على الزمرة الضريية 
(RÀ, ۰(‏ 

في الحققة : 


( * ) بحفي آن یکون ال مرحودا حی يكون وحيدآ ( النظرية 
[e —- v]‏ ) ۰ 


2433€ 


v(a,9,(b,0€H : f((a,0)(b, 0)) = f((a b, 0) =‏ 
ab = f(a, 0) f(b , 0)‏ 
فاذا أضفنا إلى ذلك أن ؟ تقایل » آي تطق متبان وغامر > 
( لماذا ؟ ) حصلنا علی المطلوب . 
وال : نلاحظ Yi‏ أن ي هومومورفيزم لازمرة الضربة © في الزمرة 
da c (R*,0)‏ آن : | 
V (a,b), (c,d) € G : p((a,b) (c,d))= p ((ac,bc+d))‏ 
-ac- (a,b) (c, d)‏ 
ولا كان العدد 1 هو العنصر الحايد في الزمرة الضربية ( . , *۴) فان 
المجموعة (101- يو زمرة جزئية من © ( النظره [ ٣-٤٣‏ ] ) . 
شين الآن وجود ایزومورفیزم لازمرة à E‏ (1):- م والتي دعامتها 
امموعة ( 2 ء ط: (1,5)) على الزمرة ( + , 2) . من الواضح أن 
الاطق R‏ > (1)1- م : بل المعرف بالقاعدة : 


ط - ((ظ ,۵ ) با 
هو تطسق غامر ومتان ( تحقق من هذا ) . فاذا the Y‏ بالاضافة 


إلى ذلك أن : 
- 4 + ط - ( 00 + ط ,1) ) بل > ( (4 ,1) (5 , 1) ) بل 
(۵ ,1) بل (ط,1) رلك 
så |‏ بان رل ایزومورنيزم الزمرة احزش- (:-ج من 4 على 
LE ijj‏ 2 . 


-\W- 





AZ - 8‏ عرف. الرومي 525( $i Kurosh‏ على النحو 
التالي è‏ نقول عن جمورعة ile lete G‏ داحلية O‏ 5 رهمره بالنسة 
ileal‏ 0 ¢ إذا كانت ijle yé G‏ ۹ وكانت Laat o‏ » و ن لکل 
من ا.عادلتن : 

aox-b , yoa-b 
G (9 a,b كان العنصران‎ vl G à حل و حد‎ 

برهن أن تعريف کوروش اللزمرة یکافیه التعر بف الشائم | ۱ - 
۳ ] للزمرج . 

أولاً : إن التعريف [ ۴-١‏ ] بقتفي تعريف كوروش » ذلك أنه 
وفق التعریف [ ۳-۱ ] تككون © غير خالة ( لاحتواا على العنصر 
احاید ‏ ) » وتکون ه تحمعبة » ویکون Tasi‏ لمعادلتن حل وحد 
فى © وذلك استناداً ال لاظریة [۳-۱۸]. 


ا ت الان أن تغرف کوروش يقتضي [ ۳-۰۱ ] ما 
كانت © عد 6 وفق كوروش » SUL‏ عنصر ط على الأقل ينتمي إلى 
۵ . لفترض ( استناداً إلى )١(‏ ) أن د هو العنصر الوحيد' الذي Jit‏ 
bou=b Ilall‏ € وأن y‏ هو العنصر الوحید الذي gie‏ الم Jal‏ 
gla Le t yob-a‏ عنصر آغر من G‏ ( قد يكونخ مساوياً () . 


عندئذ » لا كانت هم نحصعة فان : 


aou =(yob)ou =yo(bou) = yob=a 


1ت 





ولما كانت هذه العلاقة Ul inmo‏ كان و من 6 » فان ده هر 


هو عنصر عاد أين ل ه . وبنفس الطربقة نبرهن علی وجود sle pais‏ 
G os e rac di coJ ,—.l‏ ف حى الساواة : 
eoa = a‏ 
5 کات (^a‏ 6 . لکن e=u‏ استنادا dl‏ [ ۱-۲۷ ]» لت 
نحد أن : 
VaeG : eoa-aoc-a‏ 

ونکون مدا قد pas syes Uus‏ محايد ( وحيد ) في © ل ه. 

لنفغخر ص الان pes a Qi‏ احتاري من G‏ . عندند سرت على )١(‏ 
وحود عنصرن ”هج و 2 وحهدن حت : 


aoa =e و‎ a" oa -> © 


لکن = ac xh) a fas je o cC v va]‏ بالنسة 

ل ه محقق : 
© - 8202 ح aoa‏ 

وهکذ! نری آن تعریف کوروش بقتفي ( بالاضافة إلى iant‏ 
العملبة الداخلية ه ) وجود عنصر ايد ل ه ووجود نظير لكل عنصر 
من (G‏ أي ol‏ تعروف کوروش يقتضي التعريف ] ۳-۱ ] ۱ 

وا كنا قد أثيتنا الععكس » أي أن التعريف [ ١-م‏ ] بقتصر 
تعريف كوروش » فان هذين التعريفين متكافئان وهو ااطلوب . 


- 154 - 


RV *‏ 9 ( ,2 ,... ,20 ,32 , ,3) - 0 زمرةضربة منتهية (مرتيتها 
1 +2 ) وعنصرها me‏ مه . برهن أنه أنا كان العنصر G (^ a,‏ € 
I P MC DAE euis‏ 0 کت aT = ao‏ ۱ 
الحل : al;-a, Q5 U‏ [۳-۱۹] فالمسألة علولة من Jel‏ العنصر 
الايد âo‏ . 
انأخذ الآن عنصراً اختارياً به من 0 حث 20 حو رد . فادا رمزنا 
aj 4‏ من 6 لقلوب ره » فان به = روه . إن 0 عمد ز لأنه في الالة 
العا که O‏ و2 = a;‏ . فادا کن 1= a? = 0 A£ ( J‏ . ولكن إذا 
ixi ob‏ € فان : 
j aj = a, (12759 , ]) z£ 1)‏ 
فاد | رمر نا ب a‏ للعنصر الوحد الدي a, a = aj Jit‏ فانه دکون : 
م ع ي2 3:2 حت مه < ai aj = a, = a;(a; ai) a, -» (a4)aL,‏ 
إن 2-0 ay k‏ لو صح العکس لكان à; à, — aj‏ أو 2 ره أي 
زط » وعندها يكون مه - ره » ولکن إذا (Ae Ub kai of‏ 


a? ay = a, (kz£o , koi) 


. 2” - 2, م نحسث تكون‎ Lo pa — [524 Ae أت‎ nU (1) 


بل هأ - 





(۲) وزما آن لام ذلك » وعندها حصل Qe‏ جمرعة الماويات : 


5 2 ۱ EE EN 
ájaj*4, , aj a, = ,و2‎ ٠. , dq" dg y (Xx) 


ت_ کل من العناصر ره ر ...ره ورن مغابر ل مه ود رد .ولا 
كان كل من العناصر ره , . . . یج ,زه منتمسأ إلى 0 » فان عددها هو de‏ 
الأكثر 1-ه ( لاستعاد العنصرين رد ,مه ) . B] SE),‏ لاحظنا أن 
العناصر ره ,... ,يه ,زه الواردة كمضاريب فى تموعة الساودات (به) 
uke‏ ( لاذا ؟ ) » وأنه من الواضح ob‏ عدد المساوبات (««) يساوي 
م فإننا نستنتج أن عدد العناصر ىه , .. . , ,2 , زه يساوي « . وهذا تناقض. 

وبالتالي فان الطالة )١(‏ غير صححة . لذا فان الالة )١(‏ هي الالة 
الصمصحة وهو المطلرب . 

۳ - برعن أن عموعة الأعداد ( 2 » ه , ص | 35 25 ) - 81 تشكل 
زمرة جزاية من زمرة الأعداد الحقيقية المشفايرة للصفر «النسبة لعماية 
الضرب العادية . 

الحل : )١(‏ من الواضح أن 4 عب 11 . 

SR (v)‏ "3 28 , “20230 أي عنصرين من 15 . إن مقلوب العنصر 
'2 257 ( أي نظير ه بالنسة لعملة الضرب ) هو /5-ق /*-2 رز لأن 
حاصل ضرب أحد هذين العنصرين «العنصر الاخر من السمين ومن السار 
يساوي العنصر المحايد 1 ) . وإذا لاحظنا أن : 


(2* 3?) 2 355 EE E O) (27 3m) a و‎ — ID / za 7 


۱٩۴۱ ~~‏ سم 


d وان حاصل الضر ب‎ e Z Ai بنتمہ_ان‎ n-n 5 m - n ia 


الطرف الأمن عنصر من ]1 . وبالتالي هان 14 زمرة حزئة من ( (R*, ١‏ 


گس 


ی reme‏ 
۵٩ ۶ x‏ اتكن (و , )) زمرة عذصر‌ها [xad ۵ sigi‏ احمو عة 
Zo ijel‏ من عناصر ) التي كل JLA p pa pae‏ مع سم عناصر 
6 مر کزا لزمر: © أي أن : 
Z.-(zeG|zox-xoz, VxeG)‏ 


برهن أن 2 زمرة حزنة من الزهرة 6 . 


G e^ x ob eoxexoeoldls «zo bol): الل‎ 
. فان م7 ء »م‎ JU, 
کان × هن‎ 3 C due. Zo أي عنصرن هن‎ EIE of-- (Y) 
: فان‎ 6 
Z;OX—-X02Z, => Z, ۵ )2 0 *( = z, o (x o zZ) 


( هي حمللة وحدة القمة ( 


=> (Z, O Z) O X = (Z, O X) O Z, ( i at o ) 
=> (Z3 O Z1) O X = (X O Z) O Zy ( iaat o ) 


d,‏ كانت المساواة الأخيرة صححة أا كان x‏ من © فان ,2ه و2 عنصر 
من ى2 . وبالتای فان امحموعة اطزئة ن7 مغلقة بالنسة ل ه. 
(ع) من الواضم أنه أبا كان » من 6 و 2 من .2 فان : 


: of zox =x 0 


- YY 


zoX «x oz (zoxy-(xozy - (xYoz -zo(xy 


XOz-zox (Iv - v]‏ لهت 


وهكذا نرى انه إذا z QU‏ اي pas‏ من Zo‏ € فان 2 ( أخليره 


inie Eri Ze ob Gal SIT (r) - )۱( إن تحقق الشروط‎ 


„f 


من الزمرة © ( أظرية [ 8-١8‏ ] ). 
âN‏ د لکن (0 , ©) زمرة دوارة مانهة هرتتمهاس ومولدها a‏ . 
برهن c ance ol‏ کا آن العناصر الحتلفة في 6 هي 
ل ا Fara a onas a‏ 
eM‏ لنفر صر c a" oec Wi‏ ص > تم . عندند إذا كان k‏ 
أي عاد dus 6 m‏ عددان ML£(ocr«m)a,r s lososi?‏ 
نکون د + مين ددع[ . عندها sy‏ 2 


"2 عد کچ ۵ 6٩‏ هس کج نم ۳( ع) سم ۲۲ ۹۳ A* a‏ 


9 . 
I A P ا‎ A هو أحد العناصر‎ ak ان‎ T وه ادا‎ 
7 u * ١ ۰ i. uet 
n d (S t LS uw i" من العناصر علی‌الا كثر و‎ m على‎ dv Ü 2 
PL ب‎ m Io! ja MU AU, a "I Ó بقع‎ iu š أمتاصر‎ or 
یت 8 > 11 خاطیء‎ 


۰ e t . - ۰ ۰ e . š $ 5 * ul EA 
Qa Gg . f L 1 c 1 Z 11 همست‎ al = g) ذلك‎ Aa) ve à 


y E j. با‎ Th d أو‎ 3 al 7! zz ai 71 si ai 0 a I aj 0 a 


ye 


م> 1 زيب وء فان هذه النتحة خاطثة استناداً إلى ما سبق » وبالتالى 
فان "2 ,...,2د ره عناصر محتلفة . ولا کانت 6 تحآري على م من 
العناصر c Lii‏ فان هذه المجموعة من العناصر يحب أن نحوي سم عناصر 
با سا ان اه مر فان © في اخ هتم al: ela‏ 
( ه> ؤي )) . وما أننا وحدنا a"^—-e ob m« n bus a" ze ol‏ 
ونكون بذلك قد أتممنا البرهان . 
5 لتكن 4 زمرة غربة آبلبة » 4. زمرة جزئة من ۶ . برهن 
أن العلاقة 2 المعرفة على © : 
xRy «xy !eH‏ 
هي علاقة تكفرٌ في © » وأن هذه العلافة منسحمة مع ملة الضرب 
أي أرف 
xRy = (xz) R (y z)‏ 
ماهر صف تافر عنصر من 21 ؟ 
الخحل : )١(‏ لا كانت أي زمرة جزئية من زمرة © تحتوي على 
e A i puaa‏ في © « xx7!-e 5f, . eeH ob‏ 
ابا کان (Go x‏ لذا فاننا نحد : 
۶ و : عع ۶ ۷ 
أي R ÜA gi‏ منمكدة . 


Liy. ayi cH ol هذا يعني‎ ol. xRy ol oal (r) 


- \Yf ب‎ 


كانت 88 زموة ( لأنما زمرة جزئية ) » فان 51 محري نظير العنصر 
ر ×» أي العنصر GI (y=)‏ اوي كا نعل yx!‏ ( لأنن 
(y7)71- y‏ ) . ولکن 84 ع 1« بر تعني أف « © بر . وهكذا فإننا 
نری آن : 

x Ry-—yRx 


أي أن العلاقة 2 متناظرة . 


yz ع1‎ 8 ol gu aa ol. xRy 2 ع‎ 2 ve AJ (v) 
و 14 > :ود . ولا كانت 25 مذلقة بالنسة لعملة الضرب ( لأا زمرة‎ 
: تعريفاً ) فان‎ 

(x y7) (y 271) = x (yy) z71 x e z1 x z1 
AL LAS "UT .xRz G^ xz !eH عنصر من 11 . ولكن‎ 
: وحدنا أن‎ 
xRy و‎ yRz-xRz 

أي أن العلاقة 2 متعدية . 

وهکذا نری عا تقدم آن العلاقة ۸ منعكسة ومتناظرة ومتعدية » 
G d »&3 4 R o:‏ . 

xu 
xRy < x yeH < x(z'!z)y^' eH ) لأن» - و۱‎ ( 


( لأن جملبة الضرب تجميعية ( 13 > (۳۱(ع) (2۱ع) >< 


~ ۱۷۵ - 


c9 (x27) (yz7?)7 eH ارف‎ 


<> (xz) R (yz) 

(e)‏ لتفوض :عنصو هق و بر إن "SEG lx‏ هذا العنصر هو 
جمرعة کل العناصر ر من 6 ابي gia acq‏ تربط ب ج بالعلاقة 
ر R‏ ۾ آي الملاقة ززع ؛حبون . ونترك للقارى, التاكد من أن مرعة 
العناصر هده هي 18 نفما . والتالى ob‏ صنف تكافر عنصر ج من 11 


هو 11 نفسبا . 


Sd AA i2 ye مرعة‎ Ho € لکن (ه, ©) زمرة‎ 5 a MV 

برهن أنه إدا كانت 11 غير خااية ومغلقة بالنسة ل ه ذان 11 زمرة حزئمة 
من $5 G‏ 

ال : ARS‏ أبن برهن بأن نظير أي عنصر ه من ٤1‏ ينمي 

iaJ i s Aa. 11 من 1 . لما كانت‎ [esa af . 1 dl 

ل o‏ € فا . . . ,۳ a2-ao0a,a'-àa*0a,...,‏ كلبا عناصر 

من 1۱ . ولکن العناصر احتلفة من هذء المجسرعة غير الاتية من المناصر 


E a. كي حو‎ Bog. dc uerus IT ۱ 
Qd. RW H o3 ( Ap Q^ o م3 کس‎ dos 


d `~ 1 5 5 s ! ^ à 4 e ə | 8 i 
(^ QS E De me ced سس‎ k ; h لت عددی اھک‎ A ان‎ T و ها‎ 


۰ jé وھ کی‎ "EM" abs -» * ۱ b. 
De ونأ‎ 1 at n NC i و نكو لے -» ف لم : أن‎ . ak ۳ a^ bd 


1 3 1 ue ۲ ا‎ 0H ۳ AM e j’ 2 
م 1ل مع ) أوأهد‎ ae ge هو‎ abb Qu ck-h-1. ۵ 
1 Past f -o 3 - E 
وبلنای فان‎ , HU الي كل منها توت‎ CN CORSI العناصر امو و‎ 


2 


gem A!‏ من H‏ . وهو المطلوب 


i% 


۸ - لیکن و , «0مستقیمین متعامدین في مستو 11 » ولتکن 
لدينا التطبيقات الأريمة التالة للستوي ۲1 de‏ نفسه : ,2 التطسق الطابق 
و ,۴ التناظر بالنسبة ل ره ,۴ التناظر بالنسة ل »0 , ,6 التناظو بالنسة 
ل © . برهن أن محموعة هذه التطسقات الاريعة الزودة بعملة تر کب 
التطسقات هي زمرة آبلة . 

(oe, £I V BUE وحدن عند دراستنا للزمر‎ : JE 
لتطیقات التاينة موعة ظ على نفسما تشکل زمرة و5 بالنسة لعملة‎ 
ت ركسب التطقات وعلى هذا الأساس فان مجوعة کل التطسقات الشاینة‎ 
والغامرة لاستوي  ( آي لمصوعة ۸ < ) على نفسه تشكل زمرة‎ 
. بالنسة لتر کب التطسقات‎ 

إن التطسقات الأربعة المفروضة يمكن !سير عنا بالشكل : 

f£(x,y))-—QG,.y) و‎ fa (x,y))=(—x,y) 
fal (x,y) ) = (x, —y) , £CGoSy)) — Cx, —Y) 

من اللبل التأحكد من أن كلا من التطسقات هذه متائ وغامر . 
وإلتالي فان المجموعة (,؟ ,گر ,6 ) -11 هي b‏ جزشة من 
Seyr‏ . ویکن الا کد کذلك من صحة الدول التالي : 


oj f f fy f, 
[lod d ds. £ 
fl f, f A وگ‎ 


ولا كانت المجموعة الجزئة ( غير اخالة ) ob e ipa H‏ كون 
5 مغلقة بالنسة o J‏ ( انظر المدول ) كاف الح بان 1 زمرة جزالة 
من الزمر التناظرية »ب5 ( انظر المثال السابق ) . وا آث الزمرة 
ازئة هي زمرة تعریفا » فان 13 هي زمرة بالنسبة اعملية تركب 
التطبيقات . وهذه الزمرة تديلة T‏ الحدول السابق متناظر بالنسة لاقطر 
الرئيسي لاجدول ( آي القطر الار باحبة العلوبة الدسری من الدول ) . 

٩‏ - برهن أن أبة زمرة جزة من زمرة آبلية هي زمرة 
DES E‏ 

الحل : لتكن (7 , ©) زمر آبلة €( Pp) Ho‏ جزئة منها . عندئذ 
أا كان ط من 11 و ع من 6 : 
( لأن العملة ۲ تحمصة وتبدبلة ) ط ۲ (8 ۲ ع) < 8 ۲ ظ ۲ 8 

8 ع 0 << 0 ۲" م س- 


. © زمرة جزئة ناظمة من‎ H ob Jabs 


×+ م ١‏ ب لتكن H,K‏ رمرتن حز oC:‏ من الزمرة G i) pe‏ 
فرص الزمرة K à‏ ناظمة » برهن Z2»‏ 

اولا : ان 11016 زمرة عرز اظمة من 1 . 

HKob «HK-íhklheH,keK) 2 9o الما : إذا‎ 
G من الزدرة‎ Bx زمره‎ 


الحل : أو لا + لا كانت H‏ زمره حر لة من الزمرة الضرب.-ة G‏ 


- ١ال4‎ - 


فبي زمرة ضربية . إن 12 0 11 زمرة جزئية من الزمرة 34 لاب : 
)١(‏ 8101 جمرعة حزئة من 11 . 
(۲) هط دخ 810 لأن کلا من انحموعتن اطزئتین 11,16 نحتوي 
على العنصر الحايد » في © . | 
(v)‏ ]13 كان ط ,د آي عنصرن من 1 ۵ 51 فان 26-1 عنصر من 
(f ll) HAK‏ 
ان الشروط )١(‏ - إع) تبين أن 51016 زمرة je‏ 11 . 
و لبرهان أن الزمرة الزنة × 08 81 من 81 ناظمية يحب إثيات أن 
 : 8/۳۰ ۲ 11 ۸ (1)‏ ۸ ۲۲ ۷/6 , 11 > ظ ۷ 


: ناظممة من © فإن‎ U je spj K الحققة » 1ا كاذت.‎ à 


VgeG, VckeK : gkg"!eK (2) 


وءا آن 6 > 1 ۰ 216 1016 » فان (2) تفتضی : 


(3) 6 8/۰۲ : ۵5۶ ۲1 > ۷7 , ]۲ ۱۷ 
کذلك » U‏ كانت 11 زمرة ( حزئة ) فان : 


Vh,keH : hkh^!eH (4) 

" أن 17 2 ۵1 ۲۲ »فان (4) بقتهي : 

VheH, vieHnK : hlh^*! eH (5)‏ 
ومن الراضح أنه بيترتب على الشرطين (5) و (3) : 


- | ۷۹ = 


۷  ع‎ ۲۲ , ۷7 ع‎ ۲۲ 01 : hih"! 201 
. اظمة‎ H ع1 0 1 من الزمرة‎ X ijj o أي‎ 
Go Uje iyt HK انیا : ر) من الواضع أن‎ 
أرف كلا من الزمرتین اطزئتن‎ HS (HK oi (Y) 
: ob I e G ġe altl من 4 محتوي على العنصر‎ H,K 
ee=eeH K 
أدخلنا في‎ J,. HK عنصرن من‎ d! hk, , hk o5 (v) 
: اعتبارنا تجميعية علية الضرب نید‎ 
(h, k,) (ha ks) ^! — (h, k,) (k,7! h,7!) — h,(h,^! h,) k, ۲27٩ "و‎ 
( 7! hj —c oY) 
— (h, ha^!) [ he (k, k, 7!) h,7!] (6) 
لأن 55 زمرة جزئة ) وكان الناتج الموجود‎ ( hh eH o8 U, 
ولان‎ kik 16 » ]عنصر هن 1 لأن 31 ء یط‎ Ja jhi 
الطرف الأيمن من (6) هو حاصل ضرب‎ ob e labb ije yj K 
العنصر -یطرط من 1 بالعنصر [ ] من 1 »2 أي أن ينتمي‎ 
. HK إلى‎ 
: dUI gs (v) وهكذا نرى أن‎ 
۷ و یط , ۲ ط‎ 6 ۲3 6 : (hk) (h; )"! eHK 


2j HK ol c[v - vr] 41 من (۱) - (۳) تعنیان استناداً‎ 


تب ٠م[‏ -— 


جزلية من الزمرة © . 

۱ - آلا يكن أن تكون زمرة آبلية إيزمورفة ازمرة غيو 
آبلية 9 ولاذا ؟ 

الحل : كلا . لنفترض دلا وحود إبزومورفيزم ۴ لازمرة i Ly!‏ 
ر ۲ ,6۵ ) على الزمرة غير الآبلبة ( 8,0 ) . فها أن الزمرة 8 غير 
آبلة » هنالك عنصران ( على الأقل ( ۵ ,ه میت 306 عو 4 0 . 
وبا أن الايزومورفيزم تقابل © فبنالك عنصران ( وحیدان ) ط ,ه من 
© بحسث f(a) -c« f()-d‏ . ولكن الزمرة © آبلة » إذرت 
aTb-bTa‏ « والثالي فارن laxe, .f(aTb)-f(bTa)‏ 

f(a T b) - f(b T a) — f(a)of(b) —f (b) of (a) 
- cod-—doc 
6 QU, « a5 JI ju Ub « cod zZdoc ولا كان‎ 


. su bl- (E, 0) » (G, T) ov انطلافنا من فرضية وجود الابزومورفيزم‎ 


۷۲ - لکن رل هومومورفيزماً لازمرة الدوارة © التي مولدها ج. 
على الزمرة ۲۳ 85 . برهن أن الزمرة 85 دوارة ومولدها (ع) بل . 

الحل : إذا كان ٠‏ عنصراً اختارياً من ع »© فبنالك عنصر ( علی. 
الاقل ) ج من © بحيث ط-(ه)رل . ( وجود ه اتج عن صكرن (p‏ 


۱ [بیمور فیزم‎ p osl (æ) 


= - 


تطبيقاً غامراً ) . ولما كانت © زمرة دوارة مولدها بم » فبتالك ع_دد 
صحيح بد حث : تج » أي أن (۳ع)بل b=‏ . لکن ظ <- 6 : رل 
هومومورفيزم إذن *[ (ه)يل ] - ("ه)يل ( لماذا ؟ ) . لذا فبتالك عنصر 
er^ ie E o qi)‏ : أيا كان العنصر ط من 5 » فان b= [ pg)‏ 
umo aiem Le‏ . وهذا يعني أن الزمرة 5 دوارة مولدها (ه)يل » 
وهو الطلوب. . 

٭ ۰۳ ۱ - لتکن (ه,11 ) و (7 ,0) زمرتين دوارتين من مرتبة 
واحدة » ولکن ج مولداً اختبارا من © و 1ط مولداً اختارا من 11 . 
برهن على وجود إيزومورفيزم 51 <- 6 : چ میت ط = (ع)م . 

الل : لنفرض أن مرتبة کل من الزمرتین n‏ € وأن ددرع هما 
العنصر ان الايد ان في 13 , © على الترتدب . عندهانحد استناداً إلىالتمرين (ه.ه): 
G—í(g,g,.....g—e) , H—(h,h,...,h'—u)‏ 

مع ملاحظة أن العناصر الداخة في كل من 11 » © مختلفة . 

سنبرهن الآن على أن التطسق 17 < 6 : س العرف بالقاعدة : 

p(g”) =h" (1 < m < n) )»( 

إيزومورنيزم ل © على 11 . 

في الحقبقة » إن التطيق ي غامر » لانه V‏ كان المنصر "1 من 

51 2 فانه خبال للعنصر "ع »> كذلك ذان التطبيتى و متباين » ذلك أن : 


p(g"^)- e(g" ") => h”’ = h™” Il m’ = m’ = "ام سا و‎ 


- VAY - 


D Ole هو.ومورفيزم :فرق بين‎ p أن‎ oU , 
فيمكن عندئذ تطبيق القاعدة‎ (1-)m' 4 m'«n o5 136 (Y) 
| : وتحد‎ )»( 
e(g"' T g^") 2 e(g""* 7) 
— patur ) وقق (ء)‎ ( 
— h*to h** — o(g"") o p(g"") 
p-m'/4 m' - n geo sal b € m' + (؟) وإذا كان ص < مص‎ 
وعندها‎ . ) m + موجب من جبة » يرا أن ه >> م ( لأن 28 >> مص‎ 
: )+( استناداً إلى‎ ué 
نهي) وي ج (*2۳ ۲ نعع)ي‎ + ^) — g(g^*?) = p(g* T g?) 
= (e T g?) = ọ(g°") =b =h% +a? = ح‎ 
— h*'/oh?" oh-* 
— h"'oh*' 
(h-* —h-*ou—h-*oh —h*-*—h*'—u ol) 
— e(g"') o e(g?") 
: يسنان أن‎ )١(- )١( وهكذا فإن‎ 


Vg"',g""eG : q(g"' T g^") — e(g"^) o g(g"*) 


- ۱۸۳ - 


o o6 dU,‏ هرمومورفيزم ل © في 55 وإذا أضفنا إلى ذلك 
ماوجدتاه بان H s Giu JU g‏ » استنتحنا أن ي G Jexapsyl‏ 
على ol; « H‏ هدا الابزومور فيزم يحقق استناداً إلى القاعدة (*) : 


ọ(g) =h 


SE eim 


- ۱۸4 - 


مار بن غير IA‏ 


يه ١‏ بين ماإذا كان كل هن المجمرعات التالة تشكل زمرة 
النسة لعملة الداغلة اح‌اورة لا . برر جوابك في كل من 

ås £ (Î)‏ الأعداد Lii‏ 82+ 2 » حصث ,+ عددان 
صححان » والعملية الداخلة هي حملة امع العادية . 

iest (>)‏ الأعداد اققة الفايرة لصفر /ه+ه » حيث 
obale glaas a,b‏ ( عقلیان ) والعملة هي عملية الضرب الع‌ادية . 
(العدد المقلى هو العدد الذي مکن كتابته على سكل کسر صورته عدد 

: لشادیل‎ T (=) 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 

۱ 

بالنسبة لعملية ثر كيب التطبيقات . 


( د ) المجموعة ) (x, y‏ — نل بالنسبة للعملية ٠‏ المعرفة بالجدول 


o| x j 
x| x y 
yj Y T 


0 - هل تشكل جموعة الأعداد الصحيحة زمرة بالنسبة لعماية 
الطر م العادية » ولاذا ؟ 

۹ - ان مموعة الاعداد الصححة 2 تشکل زمرة بالنسة 
٠‏ العملة + all‏ بالقاعدخ ۰ 

و - وا + و حد 9 سوه : 67 ره ۷ 

آوحد العنصر اللحايد ل *  »‏ آوجد الدستور الذي بعین نظبر أي 
علصر هن هذه الزمرة بالنسة ل بر . 

- لتكن © زمرة جمعة آبلية . برهن ( إما مباشرة أو 
بالاعتاد .على النظريات الخامة بالزمرة ) صحة المتطابقات التالية أب كانت 
العناصر ٠‏ ,ط ,2 من © : 


1) —(—a-—b)-—a-cb 

2) a—0-—a 

3) (c — b) — (a — b) =i — a 
4) — (a —b)=—a+b=b—a 
5) (c— b)+ (b—a)=c—a 


+ ۱۰ اک التطسقات الواردة في التمرين السابق بفرض 
الزمرة © ضربية . 

به ١‏ لتكن 5 جمرعة مزودة بعملية داخلة تجميعية [] . برهن 
أنه إذا كان كل عنصر في 58 منتظماً فإن ( 0 , 8 ) تشكل زمرة . | 

* ۰ ۱۱ برهن أنه إذا تحققت الشروط التالة في جممرعة lle‏ 
ملة داخلهة ه : 


T1417 


. أن تكون 0 مجميعية‎ )١( 

(؟) أن يوجد في © عنصر محايد أيسر له . 

(۳) آن پرجد لکل عنصر من 6 نظیر آیسر بالنسبة له . 

. (ه ,6 ) تشکل زمرة‎ ob 

۱ - برهن آن کل زمرة جزئة من زمرة آبلية هي AT‏ 
laf‏ أورد مثالا تبين فيه أن العكس غير صحيح . 

۲ - بين أن المجموعة (*|2,5 > | )هي زمرة جزئية 
يعني أن العدد 5 يقسم العدد »« ) . 

۳ - برهن آن محموعة الاسعة المقبدة على الفراخ الاقلدي ذي 
الأبعاد الثلاثة والمنبعئة من النقطة 0 تشکل زمرة بالسبة لعملة جسم 
الأشعة ( وفق قاعدة متوازي الأْضلاع ) هل تشكل جموعة الأشعة القدة 
المادرة عن 0 والتي تقم ole‏ على مستقم بي الفراغ زمرة جزئشة من 
الزمرة السابقة ؟ 

6 - برهن أن كل زمرة جزئية من زمرة دوارة هي زمو! 
دوارة کذلك . 

٩ ۱ ۵‏ - ما هو عدد مولدات الزمرة الدوارة من المرتة م 9 

۹ - للکن (, ,6 ) زمرة » 13 جموعة aJe é Uj‏ 
من 6 . برهن آن الشرط اللازم والعاني حی تکون 13 زمرة جزئة من 


تب 1۸۷ ~- 


الزمرة © هو : 
a`'beH‏ : 82 ع 0 ,2 ۷ 
۷ - لتكن 2,12 زمرتن جزئتن من الزموة 0 . برهن. 
أن 1101 زمرة حزئة من کل من 1 , 13 , © . 
۱۸ - برهن أنه إذا كانت كل من 51,16 زمرة جزئية ناظمبة 
من الزمرة 6 ء فان × 115 زمرة G oy Lbb iye‏ كذلك. 
( ( 12 ع2 و 11 6 ظ : 1 ) - 5 8 ) 
١١9 +‏ - لتكن (ه,» ) زمرةعنصرها المحايد e‏ 6( ت,5 ): 
زمره عنصر ها المحايد ن » ولكن : 
J=GXS={(g,s)|geG,seS}‏ 
لنعرف « حاصل ضرب »© الزوحين ( ,و ,يج ) و ( 8,5 ) من. 
T‏ بالقاعلة . 
(g, s) (£1, 8$) = (g 0 g, , s5 $)‏ 
(أ) برهن أن [ زمرة بالنسبة لعملية الضرب هذه . 
(ب) برهن أن ( 5 » و | ( , » ) - 15 , ( 6 » ع | (نارع) ) - 1ه 
زمرتان جزلیتان من [ . 
(ح) برهن أن كلا من التطبيقين : 
K > S : (e,s)—> s‏ و H--G:(g,u)-—g‏ 
زو مورفیزم . 


- |۸۸ -= 





؟ o ١‏ ,2 عنصران من 6 . فاذا 
فرضنا آن 1 زمرة حزلة من © وعرفنا : 
[11 6 ظ | اظ ) -- 9 11 , ( 8 ع 3 | ظ ) - ج ۲۲ 
فبرهن آن : 
acHb - Ha-—Hb‏ 

۱ لتكن لدينا الزمرتان (+.#) و (.,*8) .برهن 
أن f: Z— R* ae‏ المعرف a cL > f (n) = a" HU‏ عنصر 
متبت من *2[هو هومومورفيزم . 

۱۳۳ - برهن أن زمرة الأعداد الصحعة بالنسة ilea)‏ الهم 
العادية » وزمرة الأعداد الصححة الزوحة بالنسبة للعماسة نفسما 
از ومورفتان ؟ 

۱۳۳ - هل التطبيق =٠‏ (×)م إيزومورفيزم لزمرة الأعداد الققة 
بالنسبة لعملية المع على زهرة الأعداد الحقيقية الموجبة بالنسبة لعملة الغرب ؟ 

١ 6‏ تكن ( + ,۷ ) زمرة الأشعة المدثقة من نقطة فاشة 
ه à‏ الفراغ gaY‏ العادي iilh‏ لعملة جع الأشعة » ولکن 
lo b m‏ من © . برهن أن التناظر بالنسبة هذا المستوي هو 
أو تومور فيزم . 

۵ -برهن أن اخی_ال افومومورنی لأي زمره دوارة هو 
زمره $9032 . 


۹ - لتکن ۵ زمرة ضرية » ع عنصراً مثبتاً من © . لنعرف. 


- ۱۸۹ - 


Git‏ 6 : چ بالقاعدة :عمج - (×)ض . برهن أن ف هر إيزومور فيزم 
ل © على © . 
۸ - لنکن ۷ محرعة الأشعة الصادرة عن نقطة تابتة من الفراغ 
الاقلدي د۸ . نقول عن التابع : 
لك + حب X‏ 


—- X 4 


[- 4 
— 
a 


إنه انسحاب في ۸3 موافق لشعاع a‏ . برهن أن فوع ة الانسحايات 
تشكل زمرة بالنسة لعملة ثر كيب التطبيقات . 


سح تت 


03 ۱۹۰ aw 


rai 
وافقل‎ ag 


ie تهيد : لقد درسنا في الفصل الابق من هذا الكتاب‎ 4 - ١ 
داخلية ه وعينا الخحواص التي يحب أن تتمتع بيا هذه‎ ile lle lö E 
)8,0( احموعة والعملبة المعرفة علها لیمکن تسمبة الزوج الرتب‎ 
) زمرة . وسندرس في هدا الفصل و1 ۲ عرف علا مليتان ( ي ,ه‎ 
وسنعطي للثلائبة ( يره,5) امماء ختلفة عب الواص اني تتصف با‎ 
اجموعة 1 وکل من هاتن العملتین ويحسب العلاقات الكاثنة يدنه‎ 

۲ - ؛ الخحلقة : إذا كانت المجموعة ٤‏ عيزة بعملة داغلة و 
ضجعل من (8,0 ) زموة تبديلية وإذا كانت هذه الجموعة بجبزة بعملية 
baat (x) it‏ ( قابلة للدمج ) وتوزيعية على العملية الأولى ( ه ) . 
فإننا نقول « إن المجموعة 85 حلقة بالنسبة لماتين العملتن » أو « إن 
العملتن × e Whi is E o d o»‏ أو « إن الثلائية ( * ره ,8) 
حلقة » و كثيراً مانقول إذا لم نخش أي التباس « إن 8 حلقة » . 

GEL os,‏ عليه أن نسمي العملية الأولى ee‏ ونرمز ها ( + ) وأن 
" نسمي العملة الثانية ضرباً ونرمز لها باشارة الضرب الصددي العتادة كي 


۱٩۱ -‏ تس 


ترمز العنصر الحايد ل ( + ) بصفر (0) وللءنصر الحايد للضرب ( إن 
وجد ) الوحدة )١(‏ . 

ينتج عما تقدم أنه لتكون الثلاثة ( ٠‏ , + , 8 ) حلقة يحب أن Gies‏ 
الشروط التالية التي نسمها عادة مادىء الخلقة : 


VxyzeE : (x+y)+z=x+(y+z) — (9) 


VxyeE : x+y=y +x (Y) 
VxeE,30c€E : 0--x-—x--0—x (Y) 
VxeE,JyeE : x--y—y--x—0 (£) 
Vx, y,zeE : (xy)z=x(yz2) (e) 


Vc x(y +z) = xy + xz (N) 
(y tz)x— yX-czx 

۳ _ ؛ ملاحظة : -١‏ إننا لم تشترط في العملية الداخلية الثانية 
(.) المعرفة على الحلقة أن تكون تبديلة كج أننا لم نشترط أن محري 
ile E‏ اطلقة عنصرا محایدا اانمة هذه العملة . فإذا كانت العمل-ة 
ALAS ) ۰ (‏ قلنا إن الخلقة ( ۰ ,+, ) تدبلة وإذا كان هه العملة 
عنصر j aule‏ 5 ممنا هذه اللقة و حلقة واحدية » . 

؛ - » ملاحظة (۲) ۰ لقد اتفق آن نرمز لنظير ‏ بالنسبة للعملية+ 
ب ع - ولنظير بر بالنسبة للعمللة الثانة ( إن وحدد ) ب 1ب وسيكون 
استناداً إلى تعريف العنصر النظير [ ]١-+‏ : 


dU cuo in 


۱٩۳ -‏ س 





ه - : أمثلة من الخحلقات ٠‏ 


١‏ . لقد درسنا فى الفصل الثاني ممرعة الأعداد الصححة 2 وعرفنا 
علها Le m‏ 2 زمرة تبديلية ثم عرفنا على هذه المجموعة 
جملية ضرب تتصف يكوا قابة للدمج ( تجميعية ) وللتوزيع على الع 
يا برهنا أن هذه العملة تبدباة وتقبل العدد  (‏ ) عنصراً محایداً فاحموعة 
7 ادن ile‏ تديللة واحدية . 

؟ ‏ درسنا في الفصل السابق ,0 جموعة أصناف التوافق ( قياس م ) 
وعرفنا على هذه ieyt‏ مئتین ممینا الاولی منها جمعاً ( + ) وممینا 
الثانة غرباً ( . ) ورأينا أن العملية ( + ) تمعل من هذه المجمرعة زمرة 
جميعة بنا تتصف ub IO ZA‏ قابلة للدمج ( مجميعية ) وبأنها توزيعية 
على العملة الأولى . إذن يمكنا أن نقرل إن مل حلقة . ( هل, هذه 
الحلقة تدنلة ووأحدية ؟ ) . 


م« لندرس الحدولين التالبين الممثلين لجدولي حمع وضرب معرفين 
على المجموعة E-(6,a,b,c)‏ . 








.Fle a b c x| e a b «í 
pu e a b c P» e € © ف‎ 
ala b c e a | e a b c 
b b c € a b e b e b 
C c e a b C | e c b a 


يمكننا بسبولة أن SE‏ من الجدول الأول أن العملة (+) تبديلة 
وقابلة للدمح وها pas JIi (e) ale pas‏ من ع۴ عنصر sb‏ 
ilal (dà ib‏ : 
c+a=a+c=e‏ و e+e=e, a+c=Cc+a=e€e, b+b=e‏ 

کا مكننا أن نتا كد من المدول الثاني أن العملة ١‏ × ) قابلة للدمج 
وأنها توزيعية على liag (+) ilal‏ مايسمح لاا بأن نقول إن ل ظ 
پشة حلقة . 

نستنتج من الدول الثاني أن العملة ( × ) تبديلية وآن العنصر a‏ 
هو العنصر امحاید ها لذا عکننا آن نصف هذه احلقة بأنها واحدية وتدبلة . 

> - » طرائق الحساب على اللقة : 

۱ - لقد E je Ue‏ ( دعامة اطلقة ) حملة alie dal ill‏ 
U bgs Le‏ ب ( + ) ورأننا أن لكل عنصر ۾ من 5 نظيرا باانسة 
ل ( + ) نرمز له ب (د-) وسکرن نشحة فذا [ ۱-۳٩‏ ] آن العملة 
العا کسة للحمع ga‏ نسمیا عادء طرحاً وترمز لها ب (-) معرفة على 
ع فالطرح إذن حملة داخلة معرفة على دعامة كل حلقة . وقد عرفنا 
أيضاً على 2 عملة ثانة ممناها خرباً ورمزنا لها بالاسّارات المعتادة لضرب 
الأعداد . وڪثراً ا لعنصر من ع بناتج تكرار هده العملات 
الثلاث أو بعضا مثل : 

[ax (—b)]* Ceo [ec (—6) 1D 


إن ناتج العمليات الموجودة في كل قوس من هذه الأقواى +س عنصرآ 


2d te 


من 8 يحب أن بعامل يحب الاارة التي تتبعه مع العنصر الذي يليه » 

وذلك Luy‏ من السار إلى المين وقد جرت العادة أن همل بعض هذه 

الأقواس وأن نري علبات اضرب الداخة في هذا التركيب قبل ممليتي 

المع والطرح . فیمکننا مثلا أن نكتب التركبب السابق بالشكل : 
aX (—b)+cX[c+(—e)]‏ 

) 8, + , . ( داغله علی احلقة‎ ie yyh بعد أن برهنا أن‎ Y 
توزيعي على الطرح ا هو أنه من‎ ouo d UA ux ol usa 
: أجل امع أي أ نيرهن ضصحة العلاقة‎ 

Vx,y,zcE x(y —z) "Xy —XZ 

في الحقئقة با أن الضرب توزيعي على المع ob‏ بمكتنا أن نكتب : 

x(y—z)^xz-x(y—z-z)-Xy 

وبما أن حملية المع وحيدة القدمة وقابة للاختصار : 

x (y—z) + xz + (— xz) = xy + (— *Z) 


واستناداً إلى تعريف الطرح والعنصر النظير بالنسية للجمع تأخذ العلاقة 
السابقة الشعل : 


(1) 2 mpeg x 
. على صحة العلاقة‎ lel السادقة‎ ii برهن بالطر‎ 


(2) (y—2)*-yx-2X 


- \40- 


م la‏ حعلنا في العلاقتين ( 2,1) )2ع رفسلحد : 
X.0-90-—0.X‏ 
4 - وإذا e‏ في Os y-06(2,1)‏ : 


Z)=-— Iz , (—z2)x-—zx‏ )با 


X‏ هذا بقولنا د إذا Qa)‏ أحد حدي الضرب بنظیره بالنسة لسم 
فإن الناتج الجديد سيكون نظيرا ناتج القدم بالسبة الجمع ایضاً » 
ونذ کر عادة هذه الخاصة بالشكل . « إن تغير إسارة واحد من حدي 
'الضرببؤدي الى تغبير اسارة ناتم الضرب » . 

ه - اذاغيرنا اسارة كل من حدي gU! ol cual‏ سغير 
مرتن آي آنه سبحافظ على إسارته الأصلية : 


صارته 


1.* » ( )۰( ) 
نعمم ماسبق على تكرار cual Le‏ فنكتب : 
VpeN : (--afP?-a?? , (—afP*!-—a93!‏ 
لقد درسنا حتی الكن اللقة وأتينا على خواصا وأعطن بعض الأمثلة 
علها وسنقدم يا بلي درأسة فما بعض التفصيل -للئتين مبمتين هما حلقة 
«الأعداد العادية وحلقة كثيرات, الدود . 


: الأعداد العاد ىة‎ Ail 
فان‎ Zz × ۴ slade UL إذ!‎ ٠: T اعدد‎ Lue خ كه‎ .. ۷ 


= JAJ - 





سنحصل على أزواج مرتبة من الشكل ( 2,56 ) حيث معحدط ( *2عط » 
7 ). نعطي في هذا البحث الزوج المرتب ( ) مفبوماً مرادفاً 
لقپوم الکسر العادي العروف ( 2/9 ) و نسمه 9 نسمي مر ES‏ 
الأولى ۾ صورة ومر کنته الثانة ط محخرحاً ذا الکسر . ونذكر الخاصة 
الأساسة للكسور 

20-6 جه سس 

یشکل علاقة معرفة slabi j‏ *7 >< 2 : 

(1) (a,b) R (c,d) <> ad-bc 

بيرهن بسبولة أن هذه العلافة منعکسة » متناظرة ومتعدية فبي علافة. 
96E‏ ونقول عن كل كسرين (ط,2) 0 (4 ,ى) تحققان العلاقة (1). 
ها کسران متکافثان وتكتب مجاوزاً : 

(a, b) - (c, d). 

تحزىء العلاقة # المجموعة GU J| Zx Z*‏ $53 تكون كل, 
صنف من جموعة الكسور الي كنا نسمها متساوية وندعوها في هذا البحث 
متكافئة مثل الضف : 

(... , (6,9) و (4,6) و (2,3)) 

مثل كل صنف أحد كسوره وترمز للصنف بالكسر الذي يثله 
بعد أن نضع فرقه » موقتاً » قوساً عیزه عن هذا Qu‏ فنرمز مللا 
لصنف الذي أوردناه أعلاه ب( و7 ) ويكون : 


- ٩۷ - 


^A. 


M‏ حسما 
)2,3( € )6,9( , )2,3( € )2,3( 
نسمي كل صنف من آصناف التکافو التي أتينا على تعريفبا عدداً 
عاديا Lo‏ لمجموعة الأعداد العادية ب © : 
۸ - 4 العددان العاديان Bial : ob Ut‏ إلى عراص علاقة 
التكافؤ نقول « ينساوى العدداق: c ado (4 by bite‏ اد 
انتمی SES Co JE (c, d) « (a,b) AWe‏ ,»9 €( 
مثال : إن العددئ العاديين ) 5,15 ( í‏ ) 7,35 ( متساودان لأن : 
A —‏ 
e(1, 5) 3 (7,35) e (1, 5)‏ )3,15( 
۰٩‏ 4 ااصتان الاساستان الكسور : 
J^ Jes‏ کسر یکافیء الکسر الفروص أي 
VkeN* : (a,b) R (ka, kb)‏ 
oy ds,‏ كسب غواص ضرب الأعداد ا(صححة ; 
akb-bka‏ 
ev‏ ادا فيل ودا الکهر (a,b)‏ القسمه على عدد صحيم وأحد 
ه فإنه يكون : 
a b‏ 
ED‏ 
XJ JI bui uS aus,‏ (1) : 


- ۱۹۸ - 


5 5 
a. =b. — - (a, b) R&(—, "c 


) 
برهن کتمرن فد المساواة : 


۲۳۲ 
` € 


b 
a .— 
c 


ه-تنداً إلى خواص عملبة ضرب الاعداد الصححة . 

نسمی عادة تقسم حدي كسر على عدد صحيم وأحد يقسمها اختصار 
الكسور وإذا قسمنا ح دي كسر على قاممها المشتزك الأعظم فسوف 
نحصل على کسر حداه آولان فیا بنها ندعوه تکسر غير قابل للاختصار 
أو غير قابل للارجاع . 

۰ - ) ملاحظة : ينتج عن عن الخاصة الأولى أنه يمكننا أن نضرب 
dae‏ ر 
من الكدور مخارجها متساوية وتكافىء على الترتتب كسرر المجموعة الأولى 
نسمي مثل هذا العمل توحيد مخارج الكسور 

مثال : ان الكسور + , 4 , +4 تكافىء على الترتتب الكسور 


e. 6 4 3‏ " 6 8 12 
13 ?12512 وتكافيء أيضاً الكسور 24 ° 24 ° 24 ° 

يكن التوصل إلى توحد ارح حملة من الكسور JESL‏ عديدة 

وبصورة خاصة إن الكسربن ك , 2 بكافثان على الترتيب الحسكسرين 


ad bc 
* bd’ bd 


و١‏ ؛ ملاحظة : يكن E Ea‏ ۳ ۳ 


- ۱۹٩ - 


الهادي موحب وذلك بآن نضرب » نف AJ! JULI‏ « حدی الکسر 
بالعدد ( ۱ -) . 

4m © - ۲‏ : لقد رمزنا للعدد العادي تمثل له بعلوه قوس 
وسنحذف هذه القوس تسيلا للطباعة في االات التي لا نخشى فيا 
أي الساس . 

۳ ۽ كمع الأعداد العادية : لنترجم القاعدة المعروفة مع كسرين 
بالتعريف التالي : 

(3) (a,b) (c, d) -(ad * bc, b d) 
ولللاحظ آن 7 2+9 , *2 ع4 ط لأن 7 ء طره : *27ء رط‎ 
کلا من احموعتن 7 , *2 مستقرة بالنسة لحمع والضر ب‎ 515 
ile gl, جمع كسرين كسر‎ XU UI da المعرفين علها ونستنئج من‎ 
. 2 <> 7* الكسور‎ due, داخلية معرفة على‎ LL حمع الكسور هي‎ 

ولنلاحظ أيضاً أنه لو استعضنا في الطرف الأبسر من العلاقة )3( 
عن حدي المع بكسرين مكافئين لما فسوف نحصل على نات للجمع یکافیء 
الناتح القدىم . في الحققة : 

(a,b) & (a/,b/ «e» ab' - ba 
(c,d) & (c,d) «» cd'-dc' 

إذا ضرينا طرفي المساواة الأولى وطرفي المساواة الثانة على الترتب 

بالعددی غير المعدومين dd‏ , "ظ ط وحمعنا المساواتينالنائحتين إلى دعضهافسوف. 


* 
: AE 
e ; 
۰ 


= Yes - 


(a d + b c) b/ d' — (a^ d - b/c)bd 
« (ad bc, bd) & (a/ d' 4 b/c' , b' d 
« [(a3, b) -(c,d)] R [ (à, b) - (c 5] 
. وهو المطلوب برهائه‎ 
: انطلاقاً ما سبق يمكننا أن نعطي التعريف التاليى‎ 
(a,b) 1 (c,d) 9 (ada bc, bd) 

ونذكر فلك بقولنا : « إن ناقج جمع عددين عاديين هو عدد عادي يل 
انم جمع ممثلي العددين العادبين المفروضين » . 

۶ - + تفبيه : لقد مثلنا جملية جمع الأعداد العادبة ب 1 IE‏ 
لها عن حملبة جمع الکسور ستحذف بعد الآن النقطة من فوق الاشارة 
+ ولن نضعبا إلا في الحالات التي نخشی فها الشاساً . 

٠‏ - ؛ خواص جمع الأعداد العادية : يبرهن انطلاقاً من تعريف 
جمع الأعداد العادية على صحة الخواص التالة : 

: ) جمع الأعداد العادية قابل للدمج ( تحسعي‎ ١ 

[(a,b)+(c,d)]+(e,f) =(a,b)+[(c,d)+(e,£)] 

؟ ‏ جمع الأعداد العادية تبديلي : 

(a , b) + (c , d) = (c, d) 4 (a , b) 


۳ _ العدد العادي ( 0,1 ) - ( عا,ه ) هو العنصر الحابد لهذم العمللة . 


= Yoj = 


۽ - آن العدد العادي ( ظ , ج - ) هو العنصر النظ_ير د (طا رد ) 
بالنسبة لاجمع . 

نتم عا مق أن Q‏ © ججمرعة الأعداد العادية » زمرة جمعية تبديلة . 

5 - 4 ضرب | لاعداد العادیة : سنارجم هنا ایض قاعدة ضرب 
الكسو ر ås y zall‏ بالتعر بف AUI‏ : 

(4) (a,b). (c,d) = (ac, bd) 

) 26 , 54 ( فإن ناتج الضرب‎ bdeZ*,aceZ لاحظنا أن‎ BP 
كسر وإن العملة المعرفة بالعلاقة (4 ) عملة داخلية م.رفة على جموعة‎ 
إذا‎ AY VERRE HE ناتج ضرب‎ ol d GAJU الکسور وعکننا آن‎ 
. يكسير آخر كافئه‎ eae بدلنا كلا من‎ 

استناد إلى ما تقدم نعطي تعريف ضرب الأعداد العادية بالشكل : 

(5) (a,b) x (c,d) = lac, bd) 

ونذ كر ذلك بقولنا و إن حداء عددين عاديين يملها الكسران 
(a,b) « (c,d)‏ »9 .346 عادي مله حداء هدن الكسر ن و 

١‏ © تنسه : لقد رمزنا لعملة ضرب ss‏ العادية باسارة 
ضرب الأعداد العتادة (مد) تعلوها نقطة ؛ منحذف بعد الآن هذه الاقطة 
لتسبمل الطباعة إلا فىالحالات التى نخشى فيا التاعاً . 

y‏ © خواص ضرب الأعداد العادية : يمكننا انطلاقاً من العلاقة 
(5) أن نبرهن صحة الخراص التالة : 

: ) ضرب الأعداد العادية فابل للدمج ( حميعي‎ - ٩ 


د oY‏ سم 


[ (a,b) - (czd) ]- (e, £) - (3, b) E (e, d) (e, DI 
: ضرب الأعداد العادية تبديلي‎ - ٠ 

(a,b). (c,d) = (c,d). (a,b) 
: آن العدد العادي‎ - ۳ 

VkeZ* : (1,1) - (k, X) 

هو العنصر اللحايد لهذه العملية . 

إذا كان ۵ ط , 0 2 فإن العدد العادي saal AS (a, b)‏ 
(b,a) gA‏ بالنسة. لعملة الضرب . 

سمي عادة نظير العدد العادي × بالنسبة sal id Lii oril‏ 
وترمز 4 712 x‏ 

إذا صممنا هذه الخواص إلى خواص جمع الأعداد العادة فاننا نقول : 
« ان جموعة الأعداد العادية () حلقة تبديلة واحدية » . 

gu t - ۸‏ : برهن أن '0 المجموعة Ux!‏ من © والي 
y‏ لعناصرها بالشككل ( 21 ) حیث 2 6 2 »2 ايزومورفية مع 2 بالنسبة 
للعمليتين ( . و + ) المعرفتين على 2 د © . 

٩‏ - 4 نتمحة : نتبجة لاتمرين السابق ول ىا قدمناه في الفقرة 
[ ۰ -۱] فانه يكن مع شيء من التجاوز أن نكتب : 

VaeZ : (a,1)-a , (0,1) = (0,a) =0 
(1,1) - (2,2) -1 


آو بشکل عختصر 0-7 ° 


-yep ~- 


وتقرل ان (0,k)-0‏ هو صقر الأعداد العاد رة و 1 «(1,1) هو 
واحدة الأعداد العادية . 

۰ 4 ليس ل Q‏ بنبة زمرة غربية الأنه ليس للصفر نظير بالنسبة 
الضرب ( لادا ) . | 

۱ - ؛ طرح الأعداد العادية : بعد أن برهنا أن © زمرة فإننا 
نستنتم [ + -) ] آن ملة الطرح عملية داخلة معو فة على موعة الأعداد 
sial «BJ šole pey. iall‏ العادي (ظ ,د) د (ط,ه)- iM,‏ 
ذ کر مارأيناه في | ١4‏ - ؛ ] فانه یکون : 

—(a , b) = (—a , b) = (a, — b) 

(a,b) — (c, d) - (a, b) - (—c,d) - (ad — bc, bd) 

؟؟ ‏ ع الأعداد العادية الموجسة والسالبة : لقد TE ES‏ 
۱٩ [‏ - 4 ] : 

VaeZ : (a,1)-a 

ومن النطقي آن تقول عن العدد العادي (2,1) أنه موجب فيا 
اذا كان ج موجاً وآن نقول عنه انه سالب UL a o& is!‏ . 

ومن الثطقي آیضاً آن نعمم هذا علی کل عدد عادي جعل مخرجه 
Ji ol, Ce‏ : » 151 کان ۵ موحیاً فان العادي (a,b)‏ کون 
Lo ya‏ إذا Le a Ob‏ وبکون هذا العدد ll UL‏ کان ۾ d E‏ 
وما أربت : 


(—a,b)-(a,— b) , (a,b)-(—a,--bj 


-Yeg مس‎ 


; JU نعطي التعريف‎ vb 
مثله من ساره‎ LE y ÉL. و بکون العدد العادي موسج‎ 
واحدة وبکون العدد العادي سالاً إذا كانت هاتان المر كبتان من إسارتين‎ 
: أي‎ » TiS 
a.b <0 e» --P» (a,b) 
a.b «c0 «e ile (a,b) 
T علافة الترتيب على © : مكئنا أن نمدد علاقة‎ ) - ۳ 
: المعرفة على .2 لكي تشمل © بالتعريف التالي‎ 
تعريفبه : نقول عن العدد العادي (6 ,2 ) إنه يكير العدد العادي‎ 
: كان ناتج الطرح‎ l (c,d) 
(a,b) — (c,d) 
إشارة واحدة آي إذا كان‎ e a,b موجباً وبصورة خاصة إذا كان‎ 
: فإنه نکن‎ Le y (a,b) العدد العادي‎ 
(a,b) —(91)- (a, b) 
عوجاً ونقرل إن كل عدد موبعب یکیر الصفر ونکتب ذلك بالشكل:‎ 
(a,b)>0 
إذا كان العدد العادي‎ d! obe ono y sx أما إذا كان‎ 
: فإنه يكون‎ € UC (x, y) 


(61)-(x,y)m — x. y) 


Yea - 


: ونقرل ان الصفر بکبر کل عدد سالب وتكتب فلك بالشكل‎ Le 
(x,y)«90 

وعا آن ناتج طرح عددين عاديين عدد عادي فان هذا الناتم سکون 
سالباً أو موجباً أو معدوماً وهذا يعني أن كل زوج من الأعداد العادية 
p‏ ی محقق واحدة فقط من العلافتن : 

0» < 6 ١. » > 6 

ببرهن أن العلاقة << المعرفة على © هي علاقة توت Q ol gims‏ 
isya‏ كلا بالعلاقة دح . 

4م - ) لقسم الاعداد العادية : اذا تذ کرنا تعریف العملة 
YO ols [nr]‏ عدد عادي مخالف صفر هذه الأعداد 
ios Tu‏ لاضرب » فانه هکننا آن ننشیء على )0( 4e Q* -Q-‏ 
معا كسة للضرب bei pa‏ ونرهز لها ب ( : أو + أو ) ونعرفها 
gu usse‏ 

(a ,b)-(c,d) » (a,b) X (d,c) - (ad, bc) 


Des ,‏ ما ترمز فده العملة بالشکل 
(a,b) : (c, d) 2i 4a, bD)‏ 





(c, d) CIERRE REESE RIP PT 


m NT 


وهذا يعني أنه إذا کان oae x‏ عاديا غير معدوم فإنه يكون : 
x^! 5‏ 
x‏ 
ويمكئنا استناداً إلى ها تقدم أن تكتب : 
(a, b)=(a,1)X (1,b)=(a,1) : (b,1)‏ 
> و sca‏ 
وبذلك تكون قد ربطنا بين الرمز الديد للكسر ( 2,6 ) والرمز 
القدم درد ويمكننا لدفع الالتباس أن ترمز للعدد العادي الذي يثك الكسر 
ط/ه بالشكل ( ط/ه ) ونقول إن الكسر (ط,ه) هو حاصل قسمة 
العدد الصحبح د على العدد الصحيح غير العدوم ظط . 


با أن التقسي هو المملية المعا كسة اضرب على *0 وإذا تذكرتا قواعد 
ضرب الاشارات فإنه يمكننا أن تكتب : 


Rn ME NE, NES. , M e A 
b -b b —b b 


و أن نستنتج قواعد تهسم الاسّارات المعروفة . 
حلقة کثبرات امدود ذات التحول الواحد : 


cb y t-To‏ 9 حدود ذي متحول : يقصد في الرياضات التقليديه 
يكير هدود دي »5 eb d‏ من الشکل : 


(1) x > a, +a, x + وج‎ 12 +... 4+ a ×" 


ب ۷ ۵ ۲ 


هت نعتیر العوامل ,ج والتحول > اعداداً حققة أو مركة . 
نقول إن osa! xS.‏ (1) من الدرجة . » ونسمي كل ت رکب 
فه من الشكل كد يه s‏ نا من الدرهة ط عامله K a,‏ نقول عن 
kel izao‏ متشابهان فها إذا كانا من درحة واحدة . سنعمم في هذه 
الفقرة التعريف لابق بأن نستعيض عن ۸ و يحلقة تبديلية واحدية 
نومز ها ب 16 واذا لاحظنا آن کل حکنبر حدود عکن تعننه تعناً 
تامأ إذا عر فنا عرامل كل حدوده Wb apsari... 8a‏ سترمز لكل xS‏ 
حدود بحمة من عناصر 1 عددها غبر منته عثل عوامل حدوده وسکون 
معدوماً عامل كل حد تزبد قوته عن درجة كثير الدود المفروض 
)... ,4250 وی وو ) ع لا وبع + Mo + A, XK‏ 
وإذا کان (»)۲ كثير حدرد من الدرجة م فسكون : 
م2 ود ول : 0 2 رب و0 
py‏ عادة نحموعة کلبرات اطدود ذات التحول»العرفة على اللقة 
ب K(x)‏ . 
٣٣‏ 4 تساوي كثيري حدوه : نقول تعريفاً إن 
(Qos Qis Qas ۰<.) 7 (Bo Bo Bo)‏ 
)3 کات : «e ™ Bos T Bio mm Eos‏ 
أي يتساوي كثيرا حدود فا إذا ساوى عامل كل حد من الأول 
عامل abl‏ الشابه له à‏ الثاني . 


mun ۲ 2 ۸ anan 


۷ - 4 جع كثيرات الحدود : نعرف جمعم كثيري ھدود 
بالعلاقة التالة ٠‏ 


P4Q- (aq 25 o) *(Qo Bo = (ao + Bos ai + Bis) 
a, €K, Bi eK << «ı + Ûı € K 
: فانه يكون‎ 
(ao, Q15 ۰.۰) € K(X) 9 (8o: Bı...) €K() 
— («o + Bo, a, * Bi 2k 09 
. ۳( جمع کثبرات اطدود هلة داخلة علی‎ XU وهذا يعني أن‎ 
ستنتج من تعریف جمم كثيرات الحدود وخواص ابمع المعرف على‎ 
: اخواص التالة‎ » 35 
1 جمع كثيرات الحدود تبديلى‎ ١ 
. ) ؟ - جمع كثيرات الحدود قابل للدمج ( تجمعي‎ 


۳ - ان کشر 44 » ) 2۰ ,0 ) هو العنصر الممايد 
طذه العملة . 


)&( إن x‏ اطدود ) °۰ , bo „=P,‏ ( هو العنصر النظير لكثير 
دود bos base)‏ ( بالنشبة لاجمع . 


إن هذه الخحواص الأربع تجعل من ibas iar ipj K(x)‏ | 


٤ - ۸‏ ضوب كثيرات اطدود : إذا تد ڪر نا القواعد التقلمدبة 


- ۲۰ - م - ؛١‏ 


لغرب کتبری حدود فانه عکننا آن نعط التعريف التالي لهذه العملية : 
(... ووم ووم) > (...درق دو8) ؟< (aos ©»1:٠...0(‏ 

Do 
Po = Qo- Bo , Pi = Qo Bi t a Bo, Ps = Qo Ba + 0: Û, + 0۶ o 

وبصورة عامة ٠‏ 

e 7,2 m Bi 

بثل الطرف الأيمن من الدستور الأخير جموع كل الجداءات الممكنة. 
ر8 به بحيث ايكون 1-0[ +1 . 

: استنتج من التعریف السابق بشيء من العناء‎ ol Ui 

۱ - ضرب كثيرات الحدود تبديلي وذلك لأن الجداء رق به على 
چ تديلى . 

؟ ‏ ضرب كثيرات الحدود قابل للدمج ( تجمبعي ) . 

م« _ كثير الحدود من الدرجة صفر (... ,0 ,0 ,1) <ج هو العنصر 
lll‏ لهذم العملة إذ أنه مها n o‏ : 

B;- 1. 8. - B.‏ و E‏ “وم 

ضرب كثيرات الحدود توزيعي على جمعبا . 

إن هذه الخواص بالاضافة إلى خواص جمع كثيرات المدود تحعل 
من ibas ile K(x)‏ وواحدية . 


 - ya‏ الخحلقة الجزئية : إذا كانت 4 حلقة وكانت 8 جمورعة 


-Yie- 


pa Le‏ فإننا نقرل إن 8 حلقة جزئة من فيا إذا تحقق الشرطان. 


لتالسان : 
۱ - 8 زمرة جزئة من ۵ باانسة للعملة + . 
۲ - 8 مستقرة بالنسبة لعملية الفرب المعرف على هم أي : 
Vx,yceB , xyeB‏ 


إن الشرط الأول يستدعي أن 8 > 0 وأن 8 مستقرة بالنسبة للجمع 
والطرح المعرفن عى A‏ و در ان استناداً إلى ما سق آن (۰, + وظ ) 
حلقة , ٠‏ 


مثال : دا عدا ای [ ۲-۱۸ “ ۲-۲۱ ] فسوف SE‏ من آن 
C,‏ موعة أصناف التوافق ( قياس 6 ) حلقة بالنسة لحمع والضرب 
المعرفين عاها . إن ججدولي جمع وضرب الأصناف للمجموعتين axi el‏ 


: 6, من‎ 
E -((0,00) , و‎ ) )0( , )2( , )4( ( 
i| (0 (2) (4) x| (9 (2 (4) 
(0| (0 (2 (4 (o| (0) (0) (9) 
Qi 2) (9 (0) ه)‎ (9 (60 (2 
(0| () (0 (2 (| (o) (2 (4 


۳ ۲۱۷ سم 


+ | )0( )3( X| (9 (3) 


(0| (0) (3) (0)| (0) (0) 
(3) (3) (0) (9| (0 (3) 


بئان لنا أن كلا من المجموعتين Uje lar ipj E, B,‏ من ,0 
وأن عملة الضرب المعرفة على ٥,‏ مستقرة على کل من ٤‏ ,و۴ وه ذا 
عا يبرهن على أن كلا le Qa‏ جزئية من الحلقة ,© . 
تمرين : برهن أن كلا من (.٠,+,ي)‏ و (.,+,ي2) حلقة . 
مثال : إذا عرفنا 2ه المجموعة الزئة من 2 ها يلي . 

nZ-í(nal[aeZ) , neN 

ودرسنا علها جع وضرب الاعداد الصححة فاننا سنحد يسهولة أرنف 
( ۰ , + ,2ه ) حلقة حزئة من 2 . 

۰ الزء ال مالي من حلقة : إذا كانت حلقة وكانت 8 
iile‏ جزئة من وإذا كان : 

(1) VvxeB, VyeA : xyeB 
. ۸۵ قلنا ان 8 جزء مئالي من السار ل‎ 
: أما اذا كان الشرط السابق من الشكل‎ 
(2) vxeB, VyeA : yxeB 
. فإننا نقول ان 8 جزء مثالي من اليمين له‎ 
ila; A وإذا نحقق الشرطان( 1 , 2 ) » وبصورة خاصة إذا كانت الخلقة‎ 


- 7١17 ب‎ 





JU. se B ol du Ui‏ ثنافي الجانب 1ه أو باختصار ان 8 جزه 
مثالی د ۸ . 
مثال ۱ - اذا كان Cal as a‏ غير معدوم من الحلقة 2 فان اخلقة 
الجزئية 1 المحكونة من الأعداد de a.q‏ (2 ء عن ) هي جزء مثالىي 
ل 7 وذلك لأن : 
xaq-(xq)aeI‏ : 661لا , 7 ع > 7 
مثال م - لنعد الى الخال )١(‏ من الفقرة [ ٠9‏ © ] ولنبرهن. 
أن الحلقة اإزئية ( (4) , (2) ,(0) ) - ,8 هي جزء مثالي للحلقة م0 . 
في القبقة ان الدول التالي ثل حدول ضرب عناصر الحموعة ٤‏ 
polas‏ المجموعة ,© . 
X] o9 )1( )2( (3) )4( (5)‏ 
(o (o (o (o (0)‏ 0( )0( 
9( )23( 9( 9( 0 0( | (2) 
2( 9( 9( (2) 9( 0 |9( 


: كد صحة العلاقة‎ y وهو‎ ٠ 
۷ 5 6 وب > ۶ 0 ۲ ۵ 5 : ولا 6 0 ۷ , پل)‎ 
1 تديلة وکت‎ ile ) 5, +, ۰ ( نظوية : اذا کانت‎ - ۳۱ 
: حزءاً مثالاً منها واذا فرضنا‎ 
acl,keZ,aqcE 


- ۲۱۳ - 


غائه دکون .: 1[ 2.ن + ۶.2 
حبث „ayk ps gsm ka:‏ 
البرهان : با أن 1 زمرة جزئة حعية فانه یکون : 
... 1ع 2 2-3 2 2 +2 <جد [ ع م2 2 < ه + هج > acel‏ 
a+ (k —1)a=kae [I‏ >= 
وا أن 1 جزء مثالي من اللقة E‏ فإنه يكون : 
1 ع ۸ . ۵ >= "8 ع بن ael,‏ 
وما 1 زمرة جزئة جعية فانه يكرن : 
kacel,aqael-»kacaael‏ 
وهو المطلوب برهانه . 


بوم _ ؛ الحلقة التامة : عندما درسنا خواص له ضرب الأعداد 


: ul, الصصحة‎ 


a.b=0 => a=0 3J b=0 


a £0, bÆ0 = abÆ£0 
d^ حلقات‎ JU إن هذه الاصة لست ضرورية في كل حلقة‎ 


حلقات أصناف التوافق تتحقق فما العلاقة : 


az4#0, 0 ع2<‎ 0 => ab =0 


خاو أخذنا مثلا أصناف التوافق ( قاس 4 ) فسوف نحد : 


ب ۲۱ - 





(2) £ (0) , (22 7E (€ — (2). (2) = (4) = (0) 


عندما بتحقق هذا الأمر في حلقة فإننا نقول إن د , 5 ها من القوامم 
الحقبقية للصفر . 
أو بشکل عتصر نقول إنها قوامم الصفر . 
إذا كانت الخلقة ۵ تبديلية وتحوي عنأصر غير صفرها ولا تحري 
خوامم حقبقة p blc pial‏ حلقة تامة » أو « حلقة کاملة » . 
مکندا نی حلقة تامة الاختصار بالنسة لضرب آي : 
 5' < 5 <5“‏ - 5 ج , 0 عو 2 
à‏ الحقئقة : 
ab-ab'-»a(b—b)-20‏ 
b—b =0 <> b= b’‏ 
t - ۳۴۳‏ املع : 
١‏ - إن موعة الأعداد الصححة الزوجة حلقة حمعة ضربمة (., + ,2 ) 


۲ - ان حلقة حكثيرات الحدود المعرفة على حلقة الأعداد الصححة 
die‏ تامة . 


۳ - ان حلقة أصناف التوافق ( قاس x‏ ) حلقة غير تامة 
وذلك لأن : 


- +16 - 


(1) . (2) - (4) . (2) لا يؤدي الى (4) > (1) 

غم - ع قرين : برهن أنه إذا كان ob USE Geb Tous n‏ 
Alli‏ رن حلقة تامة . 

مم - 4 di‏ : إذا عرفنا على موعة ما oce ٤‏ داخلنتان ومممنا 
الأولى Le‏ (+) والثانة ضربا (ه) وتحقق الشرطان : 

: و ,وظ ) حلقة‎ .٠( ١ 

(up uem زره ری حت وادقر‎ e 
المعرف على 8 »2 فإننا نقول : إن 8 حقل بالنسبة لعملتي المع والضرب‎ 
» والضرب تزودان 5 بينة حقل و كثيراً ما نقول‎ e&t او ارت ار‎ 
. حقل‎ E ol € إذا لى نخش أي التباس‎ 

ما أن *8 زمرة ضربة فإن لا عنصراً حادياً ودع ندعوه واحدة 
e‏ وإن لكل عنصر ۾ من ۳ عنصراً |a‏ فپا ترمز له د 271 مت 
يكون : 

3 13 - 222 

بننج ما سبق أن كل حقل تحوي العنصرين ( 1,0 ) على الأقل . 

نسمي العنصری 1 © ط , 2 امحققن للعلاق-4 و - اج » gras‏ 
قابلين لاسادلة وندعو جموعة العناصر من T E‏ بقبل كل منها اشادلة Li‏ 
لضرب مم کل عنصر من ۲ » مر کز القل . 

وإذا كانت je Ad! oa ile‏ الحقل 8 تبديلة قلنا إف 2 
حقل Odes:‏ 


- ۲۱۹۰ 





امس : 

١‏ - أصناف التوافق (قياس dl! (n‏ على 76 : لقد رأ 
c, J ol [1-2]‏ » جموءة أصناف التوافق قباس و » بنة dle‏ 
وببرهن أن هذه اللقة تكرن تمة إذا كان ۳-٤ Jb n‏ ] ویکور 
في هذه اغالة لهذه المجموعة بنية حقل ( انطر التمرين المواقق) فاو آخذ: 
مثلا مموعة آصناف التوافق ( قاس 5) . 

C, = { (0) , (1), (2) , (3): (4 } 

فإننا نو كد أن يي £N Lb d‏ لا مكن أن يكون جداء صنفين 
من هذه الأصناف معدوماً إذا كان كل منا غير x qae‏ ولو 
دمن آن فده اجمرعة بیة حقل يکفي آن نبرمن ان لکل عنصر ما 
عدا الصفر عنصراً نظيرا بالنسة لاضرب وهذا واقع لأن : 

)1( . )1( 2 )1( > (2) . (3) = (6) = (1) 
(3) . (2) = (6) = (1) > (4) . (4) = (16) = (3) 

؟ - إذا عدنا إلى دراسة مرعة الأعداد لصححة 7 فسوف ند آنا 
لا تكون حقلا لأن *2 ليس بزمر: ضربية وذلك لأنه لا يوجد لغفير 
لعددن (۱ و و- ) نظیر بالنسة لضرب | 

۳ - ان مموعة الاعداد العادبة © حقل تدیلی وذلك لأن . 

| - 9 ذمرة جعية تديية. 00 
۲ - *© رمرة ضربة تبديلىة . 


ro‏ ؛ طرائق الطساب على Jih‏ : با أن الحقل 8 حلقة فإن طرائق 


-YNN - 


الحاب على الحلقة تسري على هذا اقل أيضاً وينتج عن كون *8 زمرة 
ضربة الواص التالة : 

و ان لكل عنصر من *8 نظيراً وحدآترمز له داه . 

و _ ان E‏ النظير هو العنصر الأصلي sta iisa‏ 

م _ ملة الضرب العرفة على 8 قابة للاختصار . 


: 03 Ji, (a.b)-!—-b-7!.a-! ۽ _ أن‎ 


( تعريف العنصر الظیر ) cited‏ 
) الضرب فابل b^!a-7la.b-b-!eb ( go‏ 
ع 5 1- اع 


ه - ف کل b-o,la—o Jl ab-o y ol «€ E Jie‏ 
لأنه لو فرضنا 0 - 25 و 0 عد 2 فان لج مقلوياً هو 2-1 ويكون : 


a ' (a b) = (a 7' a) b =b ) الضرب محمعي‎ ( 
21 , 0 0 ) ] 4-1 [ بحسب‎ ( 


اذن 0ع ط . ج يؤدي l5!  b-o Jl‏ فرضنا 0 ظط وأعدنا برهاناً 
مشاماً لا سق فسوف ند آن 2-0 وهذا هو الطلوب برهانه . 
5 التقسم : في کل حقل ac K* 06 k^ c K‏ وما کات 
1 ء ظط فان هناك e x laos l as‏ العلاقة : 
0 ع ٠ط‏ + ۶ . 2 


فى الحققة : 


وم = 


بت ۳۱۸ - 





( 5 زمرة جمعة ) ax--b‏ جه 20 9 + 2 
( ل هقلوب ) x-a !(-b)--a^!b‏ »« 
اذا كان ا طقل تبديداً نکب هذا الناتج بالشکل 0/2- - ۶ وتكون بذلك 
قفدعرفنا ide K* Je‏ نسمها تقسیا وهي العملية العا کة للضرب . 
نسمي ر/× اتج تقسم × على بو أو y,x o9 i-i‏ حسث ا صورة هذه 
النسبة و ر ترجا . 
يمكننا استناداً إلى خواص عملة الضرب وتعريف العملة العا کسة 
له أن تكتب : 
a/b = c/d —» ab^!-cd"!‏ 
ad=a(b7'b)d=(ab7)bd=cd7! bd =b (d7! d)c = b c‏ 
أي : 
a/b-cyd — ad-bc‏ 
وعلى العكس إذا كان عط - 26 فان : 
alb-ab-!-b-'add^!-b^!bcd^!-cd^"! -c/d‏ 
أي : 
ad-bc - a/b-c/d‏ 
وبضم الاقتضاءين السابقين إلى بعضها نحد : 
alb-c/d <> ad-bc‏ 


۴ ؛ الحقل الجزْفي : نقول عن جموعة جزئية با من‌القل(۰ , + , 36 ) 


5١5 - 


ie Vl‏ جزني من. 12 فيا إذا کان ها بنية حقل بالنسة للعملیتین (۰و+) 
العرفتن على K‏ . 
بم - ع نظوية : لتكون جموعة جزانة ,1 غير البة من الحقل >1 > 
حقلا جزئاً منه يازم ويكفي أن يكون : 
باه اه , Va,beL , a—beL‏ )1( 
VvacL* , a-'eL*‏ )2( 
البرهان : إستناداً إلى النظرية [ ۳-۸ ] نحد : 
a—b-a-s(—b)eL‏ 
يؤدي إلى أن 1 زمرة حمعة جزئة من × وما أن علاقتي الفرض. 
( ۱ و ۲ ) تغطاننا العلافة : 
VacL* , a-!cL - aa-^!eL‏ 
واستناداً إلى K* o Ju Gl [r-a]‏ زمرة ضربة جزئة من 
× وهذا مابيرهن على أن ,1 حقل حزفي من الحقل (۰,+ وک ) 
المفزروص . 
مس - > الجزء المثالى لحقل : نعرف الزء الثالی قل بالشكل ذاته الذي 
عرفنا به الزه QU‏ لحلقة ولكن الجزء المثالي لحقل سسكون أكثر 
بساطة من مثله في اللقة وسنوضح ذلك بالنظرية التالة . 
هم ع نظوية : لكل حقل 5 جزأن مثاليان فقط هما (0) و 1 نفسه م 
الوهان : ان کون (0) جزء مثالي للحقل واضم وذلك لأنه : 
VaeK , 0.a-a.0-0‏ 


- ۲۲۰ 


لنفرض إذن أن 1 الزء المثالي لا يساوي (0) وهذا يعني أنه يوجد 
عنصر 7۶0۵ھ في 1 ويوجد à ac! ed‏ >1 واستناداً إلى تعريف المزء 
AU‏ سکون : 
1[ ء م 7۱ج ج مس 2 2-1 
وهذا يؤدي إلى أنه مها K o^ x za O6‏ فان : 
c.X-X.e-xel‏ 


وهدا ما برهن المطلوب : K-I‏ 


-YYY- 


J AS مار بن‎ 


۲۸ - ([) بن وجود حلقة تحوي عنصراً واحدا فقط . هل 
TOE‏ ی TA‏ 

(ب) برهن أنه إذا حوت حلقة أكثر من عنصر واحد » فلا مكن 
أن يكون لعملتي المع والذغرب المعرفتين عاها العنصر الحايد نفسه . 

الل : إذا حوت الاقة عنصرأ واحدا فقط » فازم آن یکون هذا 
العنصر هر العنصر اجاید 0 لعماة المع ؛ ذلك أن الملقة زمرة ( تمديللة) 
NEN‏ » وكل زمرة يحب أن تكون غير خالة لأا تحوي العنصر 
uu‏ على الأقل [ ٣-۴‏ ] . 


ان ايننة (۰و+و(0) ) حث نعرف عملي المع والضربه 


وفق القاعدتن : 
)1( 0 = 0 + 0 
)2( 0 = 0.0 
هي حلقة . 


في الحقبقة » إن من الواضم أن حملبية امع داخلة Lbal,‏ € 
يا أنها تجمبعة لأن : 
) سب )1( ( 0 - 0 + 0 > 0 + (0 + 0) 
( حسب (2) ) 0 = 0 +0 = )0 + 0( + 0 


ومن الواضم ol Ll‏ 0 هو العنصر المحايد للعملة + »© وأن نظير 


- ۲ ۲ ۲ - 


Landi‏ الوحبد 0 هو العنصر 0 نفه . وبالتالي فان ( + و (0) ) زمرة 
ibas‏ بالنسة ل + . 

أما بالنية لعملية الضرب . © فن الواضم أنا تجمعة لأن : 
( حسب (2) ) 0.0=0 = (0.)0.0 
( حسب )2( ( 0 - 0.0- 0.0(.0) 

ما أنا توزيعة على + » لأننا a£‏ استناداً إلى (1) , (2) : 

0 +0-0.0 +0.0-0-0-(0.)0+0 
0 + 0 .0 - 0 + 0 - 0 - 0 . 6 ع 0. (0 + 0) 

وهعدا فان (. و + و (0)) حلقة . 

ومن الواضم آن هذه اطلقة تبدبلة » کا آنها واحدنة عنصرها امحاید 
الندبة للضرب ( الذي يرمز له عادة ب 1 ) هو ه ( أي أنه في هذه 
الحالة 1-۵ ) . هذا واطلقة هذه تامة لأن © هو دوماً حاصل ضرب 
عنصرين كل مها بساوي و . 

(ب) انفرض الآن أن الملقة تحوي ( فضلا عن العنصر 0 ) عنصراً 
آخر ( على الأقل ) 2 مغايراً للصفر . وسنشت أن العنصر الحابد للضرب 
1 لامكن أن يساوي العنصر الايد لاجمع 0 . 

لدینا و .1 . فاذا فرضنا آن 1-0 لاستنتجنا آن ج و .وواا 
كآن 2-60 .0 فانه oe‏ على المساواة ج  -‏ . والمساواةج - و. وهذا 
غير صصح اب را ام مه الال خا UO‏ وس 


210 0 dic خاطىء‎ 


s qt 


۹ - بين أن الدستور : 
Vx,yeK : k+) -y= -y‏ 
لايصح في الحلقة >1 » إلا إذا كانت هذه اللقة تبديلة . 
الحل : أبا كان العنصران و , د من الحلقة >1 » فان ٠‏ 
(الضرب توزيعي على ابأمع ) (x *y)(x—y)-x(x—y) *y (x — y)‏ 
( الضرب توزيعي على الطرح ) =x? —xy+yx— y?‏ 
فاذا كانت احلقة 1 تبديلة © فانه أيا كان ,× من >1 لنمحد : 
yx=xy = —xy+yx=0 = (x+y). (x—y)= x — y?‏ 
اما ذا کانت × حلقة غير تبديلة » فنالك عنصران ( على الأقل ) 
Æ xy fK x,y‏ ر أو 0 ع »ر + × - . وهذا بقتضي بصورةعامة : 
y‏ ?× ع x? —xy+yx— y‏ 
إذ أنه لو فرضنا العكس »> أي لو فرضنا صحة الطانقة : 
x—xy-cyx—yl-x?— y!‏ 
التي تكتب استناداً إلى أن (Kst)‏ زمرة تديلة بالشكل : 
y!4(—xyXyx)-x —y‏ ?× 
لاقتضت هذه المطابقة وفق [ ۳-۱۶ ] أن : 
—Xyctyx-0‏ 


وهذا خلاف الفرض . 


- 75914 - 


۰ - برهن أنهإتكان ر ,× عنصرين قابلين لاسادلة idle à‏ 
(K»*»*)‏ » وكان « عدداً صححاً فان : 
(x+y) = Cx" + Oly +... + OP xy tcc OY‏ 
Q‏ 
بفر صر 


m n , 
C= > و‎ 0l =l (2) 


,. m!(n-— m)! 
)1( سنستخدم طريقة التراجع . نلاحظ أولاً أن الدستور‎ Jh 
. ذلك أن‎ » 0-1 yi pae 
ESC 
لنفرض الآن الدستور (1) صحبح من أجل العدد الصحيم الموجب‎ 
. ه »> ولنثبت صحته من أجل العدد 1+ م . نلاحظ أن‎ 
ص لي اسع ان اي عو ند تزرب عع‎ TE ye a EY 
=> (x+y) (x+ a x? «Cx Vsus 3 بل الاي ادير‎ 
T... uy (x + y) 
اا ی جا ا ی ا‎ 
(or er) EE ET (3) 


۳ لمسادلة ( بالنسة‎ OX x, y o 
نوربعي على انمع‎ gya ون‎ ¢ ALAS y iant 


۱۵ - ۶ -_ ۳۳0 ۲ 


واذا لاحظنا صحة مایی » مپا کان العددان الصححان الموحمان 0 , ه + 


,C=1=C ,C" =1 C+!‏ هل سا سل + ات هل 
a n 8 + [ 2 2 + 1 a. a +i‏ 


فانه یکن كتابة ( 3 )على الشتكل : 


) + (+۱ = C? x +1 + OI x"y+...+ O® y»*i—9 ym + 
n 4i ati 8 + 1 


... +0" +1 ں٣‎ +1 
+ + e| 


وهكذا فإننا نجد أن الدستور (1) صحيح مها كان العدد الصحيح 
الموحب 8 . 

۱ - نقرل عن العنصر × من اللقة ( ٠‏ ر + ر ) إنه معدوم 
القوة ( غهء:وم2]1 ) إذا ود عدد صحیع 0< و حث يكرن 
و- عر . برهن أنه إذا افترضنا ب , » عنصرين قابلين للسادلة في × وأن 
كلا منها معدوم القرة » كان كل من ب + و برج معدوم القرة كذلك . 

الل : لا كان كل من ب , » معدوم القوة » فبنالك عددان صحصحان 
موجبان ( مختلفان أو متساويان ) 2,2 يحسث يكون : 

x*-0, y"-0 (1) 

(xy) ol‏ 49 ضرب العنصر ر× n-i aiy‏ مرة . ولا کنت 
عملية الضرب تجميعية ( وفق. تعريف اطلقتة ) » وکان QUU x,y‏ 
لأسادلة » فان : 


&y* -& y) y). (xy) -G... x) (y... y) -x* y^ -0y* -o 


=- ۲ ۲ مت 


JU, |‏ فان Xy‏ معدوم القرة ) لو Ji xy Gasy‏ القوه m‏ لخحصلنا على 
ا ي 
ولدینا من جبة أخرى ( راحع التمرين ٠۳١١‏ ) : 


م gi my‏ مدرم 


0 ۵ + ۵ — 

ولکن کل حد من حدود هذا Za‏ دساوي الصفر » ذلك أنه 
LAUS xa dae a ade d‏ 
( ودق )1( ( x"*m—k.gh, gym—kuago, x"—kaQ,‏ 
يا انه في حدود (2) حيث 2 + > عط > مد يكون | 
) وی (1) ) 0= 0 ررس ۳ ت طيوس كلل 

وإذا لاحظنا أن urb oC...‏ دوماً فانشا نستنتج أن الطرف. 
الأعن من (2) هو جمرع أصفار عددها : 


)3( ® نكا GER‏ كن 


n +m n+ m 8 + ته‎ 

. فان ر + × معدوم القرة‎ UU, 

ملاحظة : يرهن أن الجموع () بساوي ont‏ 

۲ تمى كل حلقة ع1 يتحقى فها الشرط : 

VxeK : x?-x (1) 

"George Boole Jy gss SHEY IL JI بول نة إلى‎ ül- 


. ) ۱۸۱ - ۱۸۱۵ ( 


- YY” 





( أ ) بين أن اللقة × تبديلية . 
(ب) تحقق من أن : 
VxyeK : x+x=0, XY (x+y) =0‏ 
الحل : ( أ ) سنبرهن الان آن : 
Vx,yeK : xy-yx‏ 
(7)۱ إن هذه المساواة صححة إذا كان أحد العنصرين x‏ أو ر أو 
کلاهما صفراً . 
(v)‏ إن هذه المساواة صححة إذا كان كل من x,y‏ مغابرا لصفر 
ey « xy 2o ks‏ عندئذ يكون 0- بر أيظاأ لأن : 
y x =(y x}? = (y (x y))x=(y0)x=0x=0‏ 
(*) لنفرض الآن أن كلا من ol, « Jal js x,y‏ اللقة ٠‏ 
خأمة . Jas‏ نکن : 
(xy =xy‏ , لاس لا و عرسا تي 
(xy =x y? = (x y} — (ê y’) =o‏ = 
x((yxy)—x((xyy)-0 (ie c3 iu)‏ = 


( الضرب توزيعي على الطرح x((yxy—(xyy-9  )‏ — 


=> (yx)y — (xy) y-0 ( 45 AE, x40) 
— (yx—xy)y-0 ) الضرب توزيعي على الطرح‎ ( 
— yx——xy-0 ( والخلقة تامة‎ yzéo) 


-YYA -~ 


yX-4Xy (o mALLBU )‏ — 
ملاحظة : هل نکون قد استکملنا البرهان علی ( أ ) من (0) س 
ol el )۴(‏ هنالك تتمة » ولاذا ؟ 
(ب) لدنا مپا کان × من ٤‏ : 
( وفق (1) ) (x + x) = x + x‏ 
( هن تعريف القوة ) )x + »( )x + x( =x + x‏ >= 


( الضرب توزيعي على اجمع ) (x+x)x+(x+Xx)X=X+X‏ >= 


) » ) هو E ) «١‏ ل >= 
( وفق (1) والعملة + محمعة ) (x+x)+(x+x)=x+x‏ >= 
( عناصر الزمرة ( + و 15 ) منتظمة ) X4x-0‏ — 


: 06 K g^ x,y ob V ستنتم من هذه الساواة آنه‎ 


xy+Xy =0 

( حسب (1) ) (xx)yex(yy)-0‏ = 
K )‏ تبديلة والضرب تجميعي في >1 ) )xy( x + )*y(y ٠‏ > 
( الضرب توزيعي على اجمع في 6 ) xy (%+y)=90‏ = 


۳ - لنعين على حلقة غير تبديلة ( ٠‏ و + و ) جملية داخلية .ل 
معرفة بالدستور : 
Vx,yeK : x | ۷ ۷ ۷‏ 


[ Xx y t (- y x) Jxy-yx J مت نرمز کالعادة‎ 


c‏ اد 





( 1) قادن بن ۲ ۶ د 1 ۲ . 
(ب) بين أن العملية 1 توزيعية بالنسة للعملية + . 
)>( برهن صحة العلاقئين ecJui‏ أنا كان K jA x,y,z‏ : 
xL(yYLz)J+y 1 (Z1 x)+z 1 (x 1y) =0 (1)‏ 
yiGlz-xl(ylz-—(xlylz (2)‏ | 
K j^ x,y o8 (ul hex (T) : ui‏ 06 | 
(x .Ly)*(y Lx) -(zy —yx) - (yx — xy) -‏ 
-(Xy—xy)-(yx—yx)-0c0-0.‏ 
وما أت + جملية تبديلية فرضاً ( لأن ( + م22 ) زمرة تديلية ) » 
خان م ري ر ») + (» ری کذلك . وهکذا نکرن قد وجدنا آن : 
Vx,yeK : x Ly)*(ylx-(ylx-(xliy)-o (3)‏ 
وهذا يعني أن العنصرين ylxoxly‏ متناظران بالنسة للعملية + . 


(ب) من الواضم آنه مها كانت العناصر 2 , ,ع من >3 فان : 


( تعريفا ) (ج + بو ) - (2 + ) x 1 (y +z) = x‏ 
( الضرب توزيعي على المع ) =xy+xz—(yx+zx)‏ 
=Xy+XZ—yXxX—ZX | ) ] ۳۱۷ [ (‏ 
( العملية + تبديلية وتجميعية ) -(xy —yx)*(xz— zx)‏ 


=(x L y)+(x L2) 
: ونارهن بصورة ماثلة أن‎ 
(y +z) L x=(y 1 x)+(z 1 x). 


~ YF eo 


: LL لد‎ (>) 


x L(y L z)=x (y L z)— (y L 23) x =x (yz — zy) — (yz - z y)x= 
=XyZ—XZyY—YyZX+ZyX 
( e It) 
: ol x,y,z الدوري ل‎ aci az, 
yl(zlx)-yzx—yxz-—zxy-cexzy 
z|(xLy)-zxy—zyx-—xyzzayxz 
: ونحد بعد المع وملاحظة أن + عملية تجميعية وتبديلية على >1 أن‎ 
xl(yT2*ylL(Tx)*zl(xly-(xyz—xyzt- 
*(yzx-yzX)-«*(zxy-zxy) -(Xzy-xz y) H(xyz—-yxz)- 
+ )2۷ 1 - 27 5 ( < 0 +... 4+ 0 20 (4) 
: أولاً أن‎ lex (2) ولائات‎ 


x L(—y)-x(—-y)—(C—y)» 


- —(xy)tyx 
-—(xy— yx) )] ۳۰۱۷ [ ( 
- — (x Ly) (5) 
: وعلى هذا الأساس فان‎ 
yl(xlz-ylí(—(Gl1») ( (3) P3 ( 
=— (y L (z L x)) (6) ) )5( وق‎ ( 


- YF) = 


۲ ۰ فان‎ Hice 
—(x.Ly)lz-z.l.(x.y) (7) ( (3) o») 

: 2€ (2) à (7) 5 (6) omoes) 

—(ylzrlx)exl(ylz-eéz.l(xliy) 

cb,‏ العنصر (> | 2) 1 2 إلى طرفي المساواة (1) الي برهنا 
على AU, : loo‏ فان الساو اه )2 ( صحصحة ۴ 

۳۶ - لنعين على مموعة أزواج الاعداد الصححة 2۶ ملتن 
داخلتن + و وفق القاعدتن : 

(0 + ,2 + ج) < (a,b) + )2  (‏ 
(ل2 9 + 9 و + (aa, bb’‏ = (9 و 2) کر ( و 2) 

برهن أن ( × و + و22 ) حلقة تبديية . ثم بين ماإذا كانت الطلقة 
هذه واحدية أو تأمة ٠‏ 

JM‏ : من الواضح أن مملية المع على 22 تجميعية وتبديلية لأرنف 
ملية المع على 2 تجميعية وتبديلية . وفي القيقة فان : 
(a, b) * (a^, b') ) * (a^, b") = (a +a’, b b/) * (a^ , b")‏ ( 
(a+a’) +a”, (b+ b’) + b”) - (ac (a/-a^) , b -(b*b^) )‏ ( = 
(a, b) - (a^* a^ , b' - b^) - (a, b) * ( (a/, b/) * (a^, b*) )‏ - 

: u K 

)2 و 2) + (ط و‎ 9( < )2 + 2, br b') - (a^-a,b' * b) 

— (a^, b') -* (a,b). 


-.YvY - 


وبالاضافة إلى ذلك » ule (0,0) pal ob‏ لعملة المع على 
2 لأنه مها كان ط ,رج من 7 فان : 
(a, b) + (0,0) = (0,0) + (a,b) = (a, b(‏ 
ob e HiS‏ لكل عنصر ilaa) inib fai (a,b)‏ المع على 
2 هو (ط-,ج-) » ذلك أن : 
(a,b) + (—a,—b) 2 (—a, —b) * (a, b) = (0 , 0)‏ 
وهکذا فان 72 زمرة تدپلمة باللسة لعملة + . 
لننتقل الآن إلى العملية الداخلة »ا على 72 . إن هذه العملة 
تجميعية » وذلك أنه مها كانت العناصر ( ”ط, ”3 )ص (/ط,/2) د (ط,2) 
من 22 فان : 
(a, b) x (a, b’) ) x (a^, b") 2 (aa', b ba b'« ba) X‏ ( 
x (a^ , b") - ( (aa/) a" , (b b' - a b' b a/) b" * (aa) b" «‏ 
(bb +ab+ba')a’), (1)‏ + 
(a,b) x ( (a,b) X (a”,b”)) = (a,b) X (a'a”,b b” +‏ 
a’ b” + b' a”) = (a (a' a^) , b (b' b" - a' b" - b'a^)‏ + 
a (b b"  a/ b" 4 b/ a^) 4 b (a' a") ) (2)‏ + 
ومن السبل التحقق من أن الزو<ين المرتبين الواردين في الطرفين 
الأعنن من (1) و (2) متساوبان وذلك باستخدام اخواص التحمعة 
والتبديلية لعملية جمع الأعداد الصحيحة » والخاصة التجميعية لعملية 


m TY us 


» والخاصة التوزيعة اضرب الأعداد الصححة على 
جمع هذه الأعداد 
كذلك فان العملة × توزبعة على تملبة امع على 2 » ذلك أن : 
(a,b) X ( (a’, b') + (a^, b) ) - (a, b) x (a +a", b +b”) =‏ 
(a (a/ a") , b (b - E") &a (b/ 4 b^) + b (a4 a^) ) -‏ - 
a b’ + b a’ + bb". 4b" ba") «‏ + 9 ط و 27 و + 2 ج) << 
(aa/, b b/sab' ba/) + (a a”, bb” + ab” + ba") =‏ - 
(a,b) X (a’, b’) + (a, b) X (a” , b")‏ = 
وهذه الساواة تعني أن العملبة × توزيعة من السار على + . ونحد 
بصورة مائلة أن “العملة x‏ توزيعية على + من اليمين أيضاً . لذا فات 
العملبة × توزيعية على + . 
نستخلص ما وجدناه أن ( + و22 ) زمرة تبديلية » وآن العملبة × 
تجمعة على 22 » وأن « توزيعة على + . وهذا يعني أن ( »ا و + و22) 
حلقة< . 
ولا كان فضلا عن ذلك : 
(a, b) X (a^,b)-(aa ,bb' rab *ba)-.‏ 
(a^a, b'b + a’ b + b’ a) — (a , b') »& (a , b)‏ — 
فان هذم الخلقة. تىديلىة : 
وى تكون الخلقة واحدية » بازم ويكفي وجود عنصر معين 
(x,y)‏ !2 4.2 تتحقق المساواة التالمة أنا كان ط ,2 من 7 : 


- vri — 


(a,b) xX (x,y)= (a, b) <> (ax,by+ay +b x) = (a, b) 
<> ax=a, by+ay+bx=b =» x-1,y-0 
ol أي‎ » x Ks ule وبالتاليى فان (1,0) من 722 عنصر‎ . 
, . الحلقة × واحدية‎ 
لنبحث أخيرأ فيا إذا كانت الخلقة  تامة . لنفرض (نوريخن ظ‎ 
: مفقان العلافة‎ Z? i gas (u,v) > 
(x,y) X (u, v) - (0. 0) 
: نلاحظ أن‎ 
(x,y) X (u,v) = (0,0) <> (xu,yv+XV Fy u) = (0,0) 


0 1 ۷ + ۷ ۶ + ۷ ۷ و 0 نا لا >< | 


| 

| ۱ w E 
۷ * = 0 æ — T إذا‎ m | هد‎ a 
و ۲,۷ اي عددین‎ ,u ۷ من ن‎ cm 


صحيحين » فان علاقتي التساوي الأخبرتین تکونان مققتین . وعلى سبل 
المال فان : 
)0 ,0( - )2— ,2( )0,1( 

وباللالى فان الحلقة >1 غير تامة »> لها توي de‏ عناصر مغايرة 
pial‏ ( 0,0 ) حاصل ضربها يساوي الصفر © أي أنها تحتوي على 
قواسم اصفر . 

۵ - () نذا قلنا أن جمرعة الأعداده الققة ۸ تشڪل 
حلقة بالنسة لعمدي امع والضرب » فيرهن أن جموعة الأعداد الحققية : 
E-(m-eny3|m,neZ)‏ حالقة جز ئةمنالاقة (Rf)‏ 


- YY'o - 


(ب) برهن أن احموعة L h‏ 1 من E‏ حمث « , وم أعداد صصحة 
الحل : )١(‏ إن (+ و8 ) هي زمرةجزئيةمنالزمرة (+ و )»ذلك أن, 
من الواضم کون عج «E‏ و أنه أبا كا نالعنصر ان m+n Y3, m+ny3‏ 
من t» ob E‏ أحدهها 5 + 10 e‏ نظير الآخر بالنسة t3‏ 
a -m - 9‏ العدد قمر( يه-ه ) +( ,ص - ص ) وهو ينتمي إل 
5 كذلك » لذا فان ( + وع ) زمرة جزئة من (+ و۴ ). 
(۲) بقي علنا ات آن ظ مغلقة بالنسة لعملة الضرب . ات 
هذا سپل التحقق منه » لأن : 
m+nay 3, m+ny3eE > (me*njy/3) (m, n3)‏ 
=mm, +3nn +(nm+mn) y 3eE‏ 
(ب) نترك للقاری, التحقق بالطريقة نفسپا الي اتبعناها في () » من 
أن 1 هي زمرة جزائة من الزمرة ( + وط. ) . نقي cU) Us‏ أن : 
Viel,VacE : ai,iacI‏ 
|J‏ لس m‏ العسير » "ax o Vl oy‏ ۳ 6 35 7 2 + 0 ع 2 
والعنصر ۲ ع و رو 2 بو 2 دز ( 62 بط ريد ره رصم ) فان : 
mı + 2n, 3) (m+n 3) = (m+n 3) (2m, +22, 3) =‏ 2{ 
(mj m-«3nn)-«2(nm-«m,n)y3el.‏ 22 


.) و + وك‎ ٠ ( للكن ح عنصراً اختمارياً من اللقة التبديلية‎ - ١ 


- YY"" - 


ولتكن : 
I-(a.klkeK)‏ 
برهن أن 1 جزء مثاليى من × . 
ol: JM‏ اجموعة 1 غبر خالة يما أن جموع أي عنصر a.k‏ 
من 1 مع نظير أي E‏ .۾ يساوي : 
( الضرب queis‏ على o k—(a.k)=a. (kK) (g!‏ 
ولا كانت (+:غ2) زمرة فرضا فارن ط-ط عنصر من cK‏ 
ob AU,‏ 7 > ( 1 - ).2 وهذا بعني آن 1 زمرة حزئة من الزمرة 
(Go)‏ | ويس | 
ومن جبة أخرى » فابا کان العنصر ‏ . ه من 1 والعنصر با من 
1 » فان : 
(a.k).k 2a. (k.k) (1)‏ 
oY‏ علية الضرب تجمعة . 
ولا كانت × » مغلقة بالنسية لعملية اضرب فرضاً ( لت الضرب 
عة داخلة على × ) » فان /ط.ط عنصر من JUL, e K‏ فان 
(a.k).k‏ عنصر من 1 . 
كذلك » لا كانت عملية اضرب تجميعية في كل حلقة » وتبدبلية 
هنا » لآن حلقتنا تبديلىة فرضاً » فان : 


k.(a.k)-(k.a).k-(a.k).k-a(k.k) (2) 


TTY? 


وباجراء مناقشة مائة تامأ لتلك: التي تهنا بها قبل قليل » نحد آت. 
العنصر (. 2 ). 'ءا عنصر من 1 أيضاً . 
وهكذا نكون قد برهنا أن 1 زمرة جزلبة من الزمرة ( + وK)‏ 
Fide EE CNOEHO M‏ 
الحاقة >1 ( لاذا ؟ ) . 
« ۳۷ - لتکن 7 , ۵ لیتین معوفتین على 2 بالقاعدتين التاليتين : 
0 وچ - 9 + مج ه 0 7 2 و 1- و + جع 9 ۸ 2 
(1) أئت آن ( ۷ ,72.۸ ) حلقة تامة . 
) هل تشكل هذه الخلقة حتلا ۴ 
الحل : (أ) نلاحظ بسرولة أن : 
A (Y)‏ لة داخلة » ذلك أن ناتس هذه العملة على أي عنصر بن. 
طرخ من 7 هر عنصر من 72 أنضاً . 
(y)‏ م حملة تحصعة »2 ذلك أنه V‏ كانت الاعداد الصححة. 
ġb a,b,c‏ : | 
{a Ab)Ac=(a+b-1)^Ac=(a+b-1)+c-1i=a+b+c-2‏ 
2 - » + ط + ج 2ع 1-1 ع + ط + وه 1 دع + 5) م هد (ه ىم 5) ثى 2. 
(r)‏ م علة تدبلة لأنه آبا کان العددان الصححان ظ , ه فان : 
2 ۸ 0 - 1- 2 + 9 < 1 - و9 + 2 ع وا ۸ 2 


(؛) إن الشرط اللازم والكافي لوحود عنصر ماید ء (د ۸ هو 


FAs 


)* : 2 الماواة أيا كان ج من‎ ies ol 
aAe=a <> a+e—1=a <> e-1 
. وبالتالي فان الواحد عنصر محايد ل لم‎ 
| هو 2-2 »6 الأمر‎ AJ LS XE Za jas لكل‎ (o) 
. الذي نترك التحقق منه للقارىء‎ 
: 1 الايد‎ lapas ۸ لذا فان 7 زهمرة تديلمة بالنسة ل‎ 
. 2 داخلة على‎ ile y (ï) 
eZ d L4 L5 og (v) 
a,b,c W bf of عملة توزيعة بالنسة ل م » ذلك‎ y (A) 
: من 7 فان‎ 
a V(b Ac)=a V (b +c —1) =a + (b +c — 1) — a (b + دج‎ 1) = 
=2a+tb+c—ab—ac—1=(a + b- ab) + (a+c—ac)-1 
| = (av b) + (a V c) —1 = (a 7 DB) ^ (a 7 (و‎ 
بأن 7 حملة توزيعية من البسار على م . ولا كانت‎ ga lia إن‎ 
. تبديلية » فان 7 حملة توزيعية من اليمين كذلك على م‎ Lie y 
ٍن الشروط (۱) - (ه) تعني آن 2 حلقة بالنسبة لاعمليتين الداخليتين‎ 
. ) ملية الضرب‎ jys Y e .هم . ( تلعب هنا ۸ دور علة المع‎ 


هذا » ولا كان : 


( * ) کفاية الشرط نانجة عن كون العملية .م تبدلية . 


- ۲۳۹ - 





a Yb=1 <> a+b—ab=1 <> a(1—b)=1— b 
— a=1 J b=1 
حلقة امء بالنسة د ۷ ,۵ ( الواحد هنا بلعب‎ 7 ol ey Wb 
+ دور الصفر في تعريف الملقة [ ؟- ؛ ] » لأن ۸ تلعب دود العملية‎ 
. ) محايد ل هم‎ pas في التعريف والواحد‎ 

(ب) بعد أن برهنا أن 2 زمرة تبديلية بالنسبة للعملية .م » فان 
( 2,۸,۷ ) تکون حقلا ذا کانت (1) - 2 زمرة تدبلة بالنسة للعملة 
الداخلية > (التيتلعب هنا دور عملي ةالضرب فيالتعريف) . إلا أن (1)-7 لست 
زمرةبالنس؛ ل ؟ رغم أنه يكن التحقق من أن 7 علة داخلة على [1) eZ-‏ 
وأنهذهالعملية الداخلية تجمبعة وتبديلية » وأن 0 عنصر محايد للعملة à V‏ 
(1) -2 . والسبب في ذلك هو أن لسن لكل عنصر من (1) -2 نظير 
في هذه المجموعة بالنسبة ل ” . وعلى سبل المثال فلس للعدد (3) نظير 
باللسبة لج إذ لو افترضنا جدلاً ‏ نظيراً له لكان : 

2 3 چیه 0 دعرة ‏ 3 +ع جع 0 - 3 257 

ومن الواضح خطأ هذه الماواة في 2 لأا تعنى ماواة بين عدد 
فردي وعدد روحي . | 

۸ - () كن (@ ره + دجعء ؛ ()برهن 
آن 5 حقل جزني من حقل الاعداد المققة ochal iib‏ آلوفتین جع 
وضرب الأعداد الققة ) . 

(ب) برهن أنالتطبيق 5ط - 2 - ( قرط + ه) ؟ آوتومور زم ( 8 . 

الحل : (أ) أيا كان العنصران درط + هج و 5 7 0 + 2 ی ic yes!‏ 
غير اخالة 5 » فان : 


هب ٠4لا‏ 


(a-by/^s)-- (a *b'y^s)-(a—a)t(b—b)v's (t 
عنصرین من ۵ » فان حاصل الطرح هذا‎ a-a, b-b ولا كان‎ 
. ] ۳-۳۴ | 5 عنصر من 5 . إذن 53 زمرة حزلة من‎ 
يقي علينا فقط ( لاذا ؟ ) إثات أنه ادا کان العتصر چم ط +ج‎ 
. منتميأ إلى (0) - 8 - *8 » فان مقلوبه ينتمي إلى *8 أيضاً‎ 
: وفي احققة فان‎ 
a+b 5 £9 = a—bpy 5 #0 (2) 
طسو‎ «€ 43 Je N eas O a OS 
Delsey Ea B=) FOU لأن من الواضم‎ 
Gy المءاواة غير صحبيحة‎ pA ولکن‎ a40, b0 = Y -Vg 
عاديا © مربعه ساوي 5 »2 وهذا غير صحبح‎ faae هنالك‎ T تعني‎ 
tO «53 acby/E 320 0 (2) نستنتم من‎ 
(a-by/8)(a—bp5)-a?2—5b? (3) 


: لأصفر و دان المساواة )3( 3 مقاوب دا + ۸ هو‎ ac 


۰ S* إلى‎ uto 5A ali أ هدا‎ adi ومن‎ 


١1 م-‎ -Yt'- 


(b boy 3] 


که ده 
ns‏ 

€ 

e»t 


f [ (a + a) + 
5) (a'- 


E 


; 
ib 


p Es 


sm (a d hk p/ t 


b) 


5} + f a+ bi 


Na 
ve 
3 
N 
* 
PIT 
Wa 


i è 
شم‎ 14 "s ۱ ¥ ^ ; s T j 
E d ی‎ e * e e hj 


(Me 


ران الال 


n s 0‏ 
فد یه هه 


Tx 
AC 


Ma 
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< 1 l Y x ¢ =b i و‎ ; Eo + 
] i » m si ^ و‎ uf 
7 EET ds. Lu 4 E dorados v K AN 53 f 
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w; > 57 E 
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i EU n e s m 5 e E i rio b í 
339 ow 3 né. a 5& . 4 کر هر‎ EE ti 
gre ERN —- à $25 e AA مر‎ ۹ P 
AM. 8 و‎ į AC n 4 ۴ اقا‎ ba b & مه شر‎ f LAE S qur, E 
5 i 2 k i 5 1 t Y" "n 2 a x : 1 ۳ PS 
۽‎ ĝi 3 ^ *. SNC AE eii E à x 0 : e. 3 
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۱ : 4 $ ی‎ 8 e ^ : : 
s 5 v, Tus 5 م ا‎ o i M 3 i 4 
$ 3 n3 "n s A nm 
- - ۲ 
3 - £ Pc at i ا‎ J 9 27 
3 à Semi i A sni d dai p] : $ 3 i34 3s » E 
کي‎ A 1 E 
$ e 
a ۳ ^C C ۱ T vec Eos 8 07 
"Ur E 23 "D - x 5 : 3 
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E و‎ 
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ولا كانت الحلقةلا هري إلا oy‏ (0) , 16 » فاننا نستنتج من هد و 
المناقئة أنه إذ! كان وع ه › فان > -1:۰.ج . وبالثالى فان معادلة : 


a x= b 


حلا فى o^ b B vl, a x 0 D$. 1 K‏ × . اش هر دا اخل 


ma 
wb 


$ 
l 


۾ Au‏ ۽ ذلك آي لو ودد حل X, y‏ لكان : 


a × = ج × ۾‎ aX —ax,-0 ج‎ a(X—X,)-0 


XX, أى‎ X — Xi 6 


à 
۰ 


K كان ه المغاير للمفر من‎ 1 » aX — a 4oud oi OY Ae 
a,b نفه . ذلك أنه لو افترضنا وحود عنمرين مغايرين لاصفر‎ gb 
: بکون‎ Jt K من‎ 
32ت إلا 2ه‎ , bx,-b 
عان هده‎ Ll و ند‎ Lat w ral ممه‎ ag U و‎ .(axpbbea(bx) o 


t 0 3 8 + ۸۸ i e um: 1 
4! (a 2» 3; — (Aa ty 3 X کل‎ e K UU 


رت 


{a b} xı - (a b)z, — 


Dat ; 


e YT -lœ ۰ ۴ 
اوس‎ diino [I اه‎ OL d م ' ی‎ 
4. ی کز دة ماو‎ A Tan p at و ها‎ 2 (Xi - x.) Û 4 
X: TAE X» أى‎ "y -—- Xy cms. 0 (3 E & á é ۳ K é. ا‎ SE. i 5۳ $ 2 وس‎ E^: 


: ۴ 
ی مس جر‎ dd. ues OE g T o fon 
-d ان‎ 2 l j XAÀà cui ej ESAE فقو‎ (ES 1 مم‎ p; ; i هن و‎ ae 
7 ۰ ۱ e ل‎ -r 


t ETE 
$ | Gia — UA! 
K 
+ 
۰ t يب چ“ کيا‎ UB t pn wi j ue d 
e 4 bs 8 لہ‎ E شش‎ quo — S.l een! rt $ 
o اس‎ * 
ار‎ a.f] : 


V ul Bex Tel,‏ كان fas‏ 0 يدج من × » فل نظير في 

٠ dolad! oM K* 
a ع ع‎ 1 

حلا وحيدآ م رأينا قبل قليل » ( ولأن العملية تبديلية ) » ومن 
Us gal JI‏ أن 0 عو > . 

وبالنئحة تكون قد وجدنا أن *× مغلقة النسة للضرب » وت 
عملة الضرب lan‏ علی *16 ( لانها تجميعبة علی >1 ) » وآن Clé‏ 
اضرب تبديلبة ى *> ( لأن × حلقة تبديلية فرضا ) » وأن لعملة 
الضرب عی *1 عنصراً مابداً رمزنا له بو » وأن لكل عنصر K*(»‏ 
نظراً في *1 . 

) 1 فان ( ۰ و *16 ) زمرة تدبلة » وبالتالي فان ( . و + و‎ > |a) 
. حقل وهو المطلوب‎ 


- ۲۸ س 





.1$ إذا كان (. و + و4 ) حلقة برهن أن جموعة العناصر 
القابة للتبديل مع عنصر ممين ح بالنسبة لاعملية الثانية تكون حلقة U je‏ 
من 4 وان جموعة عناصر 4 القابة للمادلة مع أي عنصر من ۸۵ هي 
حلقة SD‏ 
| £ - نعرف على جمرعة الجداء 22 ممليتين داخليتين بالشکل : 
(a - a' , b 4 b/)‏ 2 (لط + '3) + (a , b)‏ 
(a, b).(a/,b') = (aa' —bb',a b'- b a)‏ 
برهن أن 22 عبزة بينة حلقة . ادرس خواص هذه اللقة . 
ku Rev‏ الأع‌داد القيقية . نعرف علی 182 ملیتین 
داخليتين بالشکل التال : 
(a, b) + (a^, b^) = (a+ a’, b + b/)‏ 
(a,b) .(a'/,b') - (aa' 4 bb',a b'4 b a/)‏ 
برهن أرف ( ۰, + ,82 ) ale‏ تدبلة هل لصفر قرامم في 
هذه dL!‏ ? 
م بدرأسة مائلة في الخالة التي نفرض فيا أن العملة الثائية معرفة بالشكل : 
(a,b). (a. b’) - (a b/-ba'—aa',bb' — a a)‏ 
“اع ١‏ في حلقة غير تبديلية We dy A‏ داخلية بي 


تب 518 - 


بالشکل التاللى ٠‏ 
X*y-Xy—yx‏ 
١‏ قارن لاج > هع > و لا 
۲ - برهن ol‏ هذه العملية توزيعبة من اليمين ومن السار بالنسبة 
لعمللة المع المعرفة على له . 
۳ مت برهن imo‏ العلافتن ox JUI‏ : 
x X (y 4 z)t- y ¥# )2 ¥ x) -z * (x * y) -9‏ 
y & (x *z) ox (y *z) — (x * y) wz‏ 
6 ۽ ١‏ - نعرف في زمر Lok 43 à A Lam‏ بالشكل 
6 ! - نعرف على (58)© ممرعة أحزاء 8 مملة الطرم المتاءلة 
(التناظر بة) م وعلة التقاطع م برهن أن (12) ؟ المجبزة بباتين العمليتئن » ile.‏ 
ddr‏ و چ 
YEA‏ - برهن أنه يوجد حقل محري عنصرين ذقط. وآخر محوي 
ثلاثة عناصر . نرمز ب (0,1 ) العنصرين امحایدین ahy p Rl Lii‏ 
المتعاقين بهذا الحقل . اكتب جدولي اجمع والشرب في مثل هذه اطقول 
وأدرس توزيع صملية الضرب عل امع 


ادر ی ot!‏ و حرد حقل دى rev is, j|‏ . 


۷ ۱ - نعرف جمرعة جزئة ن من 8 نومز uy hdg‏ 


رت 





وتعوفة بالعلاقة : 
u=a+bpy 2‏ 

diely, oble glase a,b ce‏ على هذه المجموعة جملتي لمم 
والضرب للأعداد اطققة . 

برهن ol‏ هاتن العملتین D xA‏ ن ببنة حقل . 

: لتكن اللقة (.ر »د و5 ).برهن الخاصة اذتالة‎ - ١ SA 

20h «a' ob(a.bY 
+ بالدسة للدم لاو‎ mE ي هو‎ ll 


s تک‎ + e 5 - ډ ټم‎ 
2, 52 ط1 + ج هس‎ AS الأعداد الى‎ icf p S ٩ + 4 
2 £ a s P -— : i ۳ 0 r 


a 
Am . x: 2 iti j ۴ 3 ۱ ۱ 
ALL | دا كانت هه‎ vw e ۳ AÀ a. { E 5 4 $^ } iil برهو‎ 
2 T Ae و و‎ LAS 
۳ E a ny دز‎ D ls ^ sí a În 3 ^ i ۱ 
اجموعة 2 فيا إذا كان ط ره عنصرين من‎ adab Ji L ماهي‎ 
9 ۳ Bel a 
i جموعة أمئاف التو افی‎ 


4 اع i s‏ و و و م 
Do;‏ کی و غا مدای تعاب العملتن اد خی + : 
۰ - 2508 على اخداه sov‏ اعمليتي koo æn‏ 


(a, b) « (a^, b)-(a- b.a' -- b) 


m 1 vw ; 1 £3 3 3 4 
(a.b) o (a^, b)-ína'— Db’, aw +t A) 


4 


? : i . wo i I 1 2 > a» : 
»A في ؟ هز‎ Xue y ail ماهي‎  هقلع‎ E Vue 


١‏ - نعرف على هذه isp!‏ العمليتين الداخليتين ( + و . ) وها المع 
والضرب العددین . برهن E o‏ حلقة ij‏ 2 . 
؟ - نعرف في ظ علاقة تعانز بي : 
(a-by/3)R(a-bpy3) — a--a-2p,‏ 
2 4 رمه , b—b-2q‏ 
نرمز ب 8/6 لمجموعة أصناف التكافو ما هو عدد عناصر هذه المجمرعة . 
۳ - احکتب dye‏ ضرب أصناف التكافؤ ,8/۶ . E/& J J^‏ 
بنية حقل . 
؛ ‏ برهن أن 8/8 hje gst‏ مثالاً 1 بتکون من عنصرين . 
١ ۳‏ - إذا كانت ( * و8 ) زمرة تبديلية برهن أنه تحمل على اطلقة. 
( ه وچ وظ ) بالعملية ه العرفة بالشکل التای : 
Vx,yscsE , ۷ ۷‏ 
۳ - نعرف على الحداء 2 »2 العملتن الداخلتن ‏ 
زولا + لا و و + (x, , y) 3€ Ga Ys) = (x,‏ 
(x, , y) 9 (S, y)7 (,.3,, 9)‏ 
برهن أن ( ه و* و 22 ) حلقة . ماهو صفر هذه اخلقة وواحدتها ؟ 
هل يوحد في هده EI‏ قوامم للصفر ؟ 
0 - اذا عرفنا على انحموعة 2 <2 العملتن : 
Ya)‏ + :۷ و و ۲ (X; s Ya) 4€ (xa, ys) - Gi‏ 
(xv y) 005 Y) = (%3 Xa s X1 Ys + Y)‏ 


سه ۲۶۸ حه 





gr de‏ ( ور چ و72 ) حلقة ؟ وإذا كان ذلك نما هي العناممر 
الواحدية فها إن وحدت ؟ برهن أن العملية 0 عبر تدبلة . 
0 - ترهز بل لجموعة التوابع ( الخطية ) : 
f(x)-ax*b (a,beR)‏ 
wÊ‏ ۸ بالعملیتن التالتن : 
e^)‏ ( () ۵ + () ] سدع : fpg‏ 
( الضر ب ) f.g : x> f[g(*)]‏ 
١‏ - برهن أن 4 زمرة حمعية تبديلة . 
۲ - برهن dabi ol‏ قابل للدمج واکنه غير ded‏ 
۳ - هل ۸ حلقة ؟ 
١05‏ - نعرف على 7 العمليتين الداخليتين التالتن : 
(X, Yi) 3 (xa s Ya) = (X1 + X2, Ya + Ya)‏ 
Ya + Xa Ya)‏ و ۱ (x, p ya) O (Xe s Ya) = (%1 X2 + 2 Ya Ya‏ 
دعن أن ( هر »* ,92 ) حقل . 
دهن أنه لا بوجد حقل جزفي من © تلف Vu Qu‏ 


TRA - 


za Det ah 


مر 


lade by jedl Oa ut‏ من النى اليرية نسمپا الفر اغات 
الشعاعة » ومسسد ؤ, هذا ااترعءع من الي العملنتن الداشلة واطارمة 

وذدا الى ضوع أبمة كيرة ؛ فهو أداة لاغتى عنها لدراسة الرياضسات 
à‏ ثرعا العصاص e ; uml, TET à o. ks ei E (oui‏ 
متنرعة TT‏ ۱ 

243 اس 3 D ^ g^‏ أ ها سمه مھا عا e‏ شي لاس dis‏ 


$ ( PE da a قطعة‎ ( m ei, au AA á TP pal 


e aw 4 ; > E 0 ۳ e 
pu oi de . بل هر کان حبري. جرد : مل أي معنى فيزيالي‎ 


8 0 i a e F 2 * ` a S: i i ; 
ARCA, نأو‎ ‘yall s ر ندا الشعا‎ 4 lanem ارد دعر‎ eS Me مش !و‎ 
= x "Ue e = e HS ۰ 4 ۱ :ات‎ s 
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+ كن الأشعة : الشماع في الفراغ العادي ٠‏ يأ هو معلوم > قطعة 
3 م 


59 ax المج‎ daa jadi ; رة‎ 3 Ep Na زر غانه‎ ə $ دو جه‎ Ia مدق‎ 
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~. "os - 





أو يحرف عادي دا | خشی الالتبای . ونرمز اطول الشعاع جب | م |. 

إذا عبنت العناصر الأريعة اشعاع ممناه lai bhi‏ . نعرف على 
جموعة الأسْعة المقيدة في الفراغ العادي علاقة تابر نرمز ها ب عد حسث 
یکون الشعاعان وم و (Ab ue CD) Gd QD‏ فما إذا كانا متحدين 
في المنحى والمة ومتساويين فى الطول . 

إن من الواضم "i‏ هده العلاقة علاقة تكافؤ » فبي تحزىء (cf‏ 
الاسعة المقيدة في الفراغ العادي إلى أصناف تكفؤ . نسمي كل صنف 
من هذه الاصناف سعاعاً طلقاً يثك أحد عناصر هذا الضف . 

سنقصد بكلمة plad‏ $ عذه الفقرة الشعاع الطليق حصراً . 

من المعروف أن مناك تقابلا بين جموعة الأمعة في الفراغ العادي 
وجموعة الثلاثيات الرتة من الأعداد اطققة . ولذا حرت العادة ارب 
نرمز لکل سعاع من هذا النوع بثلائية مرتبة قثل احداثيات ( مر کنات ) 
هذ | الشعاع أي 


— 
a == (x,y,z) 


m ۰ it X | 


; AU! بالشكل‎ 


ze m" 
aa = (X, , Ya « Z1) 3 a, = (Xi; Yis Z) 


ج توت 
a, + ag = (X1 + Xz, Yi + Yeo Z + 29)‏ 
p o d‏ هذه العملية هي ثلائية مرتبة من الأعداد gò T‏ 
شعاع من الفراغ العادي . وهذا يعني أن جملية جمع الأسْعة مملة داخلة . 
بنتج عن التعريف ibas pki ie ol g‏ وقابة لادم 


= Yå} هه‎ 


( تخصعة ) وها عنصر ale‏ هو الشعاع )0,0,0( 70-2 
ولكل peL‏ من y,:2 dem‏ ج) 22 نظير هو الشعاع . 
g ass ae (x, y, oz)‏ عادة بالشکل رو - ر ور )سوت 
يمكننا بعد ما تقدم أن نقول إن لمجموعة الأسّْعة في الفراغ العادي 
e‏ اي ۷ 
يعرف حاصل ضرب سعاع (x y.z)‏ 3 بعدد de ۸ quie‏ 
أنه الشعاع : 


— 
C 


نی 
إن له الضرب هده Lie‏ خارحمة 3 تتمتع باخواص Lut‏ والي تصم 
مها o6‏ رع من ۸ و "att‏ 


.ده ۸( + ۲۰/۵ 


نلخص ما قدمنا من خواص بقولنا ان حموعة الاعة في الفراغ 
p» c d‏ سعاعي 

إن ia! icut‏ في الفراغ العادي لا تنفرد وحدها ببذه الخواص 
التعلقة بعملتي امع واضرب الواردتن سابقاً » بل تشترك v‏ في هذه 
اغراص كثير من النى الرياضة . وعا أنه لا تهمنا «لبيعة ! L5 dy‏ 


-Yey- 


yan‏ ماتہمنا اخراص e g! ial!‏ ما obla‏ العمليتان » لذا نعطي 
فيا بلي Cu Gs‏ للفراغ الشعاعي بشمل الالة الخاصة المذ كورة سابقاً . 
۳ - ۵ الفراغ الشعاعي : 
إذا عرفنا على inde V ds ed‏ الأولی داخلة ورمزنا ها ب بوالئانة 
خارجة ورهزنا لها ب . وكانت جموعة مؤثراتها حقلا تديلاً ۴ » فاننا نسمي 
البنة ( .و + و8 ) فراغاً سُعاعاً إذا نحقت الشروط التالة : 


| - ( + و۷ ) زمرة تدللة » آی مم) كانت ۷> , ط , جه فان : 


ج١‏ : ۷ ع 5 + 2 

a-b-—b-«a : ۳ 

2+ ) ع جد(رط + 2 )ع رع +ط‎ | Yc 

f dg‏ بوجد عنصر ۷ 0 حت 
2 - 0 + جح 

: أي‎ -aly a pas جه : لكل‎ 


0 -- ( 2 -) + 2 
coa LIA - ۲‏ تتمتع باقواص XUI‏ : 
ض١‏ : يقابل كل عنصر ي من ۴ و کل‌عنصر ج من ۷ عنصر جدید 
qa 4a.a24 y‏ حت بکون : 
(a 8)a2— a (B ( : Yo?‏ 


a(a +b) = gqa + qb . صم‎ 


- yof- 


(arg) a= aqa + Ba : ص)‎ 


» 


قد FF‏ لعنامر V‏ ګر وف iny‏ بسمي کل ig^‏ اغا i.‏ 


الحابد للضرت المعرف على ۳ . 


۳ اع املق : 


1 f 1 T, 4 d 
i VF) A Lae pa دا صححاً‎ Ae nu و‎ La Mis- F لكين‎ E (4) 


Ls 
.-- i 


E ope. i 


è 


: عسل‎ e cd y وفق‎ F من‎ f rax n من‎ » (Ab شكرن كل‎ ol 


: t ۳ ۰ 
ERIS SE Lie VQE) de 3 


-— dd ۴ 0 7 a 3 
۳ X1 5 Xi Sut os wee. ü q (fi, Bis v oÓUE CY 5.) 


. Ta zia a ; Hi ی‎ ^ Po. X 
Dis Rai Basso Es E Ba) 25 


* ۱ 


1 - " $ i n a e 
J naa D F on Lm نا‎ a'l له‎ o8 q 1 


€ 1 ^ ^3) 
À da — ! à Qi 3 À k2 3 a7 A Kan ) (2) 


Sa us fo $5 35 adi eie cea 
۳ ملل هواعا اعا ع اقل‎ ۷ )۴( ol [tu ed 


—- — در‎ Y" agat ^s "mpe — i JT -5 HH. 
à n Qu Y, (CF) LI” h $2 5 er EU i m ees 


A. 


A — COE Ou ys 


MF) G^ oan os 


ولنعرف ode paf‏ بالشكل : 
(xis Y1) + (X23 Ya) = (%1 + X2, Yı Yi)‏ 
ونعرف حاصل ضرب حل بعدد حققي ۸ بالشکل : 
à)à(x,y)—(Ax,Ay), VÀeR‏ 
ولنيرهن أن جموعة حلول اجملة (3) تشكل فراغاً سعاععاً . 
من الواضح أرك جموع حلين هو حل لأنه ( بالاعتاد على الخواص 
التوزيعية والتنديية والتجمبعية قل الأعداد 10 ) یکون : 
a (xı + X,) + b (yı + Ya) = (a x, + by) + (a xs + Db ya) =0‏ 
c (x, + x) + d (Ya + ya) = (cx, -- d y) + (c xa + d Ya) =0‏ 
ولذا coe CN CUBE je (Ax, Ay) op e (x, y) o‏ 
خواص القل 8 بالنسة "n‏ المع والضرب : 
a (À x) + b (À y) = À (a x + b y) = ۸ )0( 0‏ 
c(Ax)--d(Ay) 2 A(cx - dy) A (0) =0‏ 
وبالعودة إلى تعريف الفراغ الشعاعي نحد أن جمرعة الخل هذه تمثل 
بالنسبة لعملبتي اجمع والضرب بعدد حقبقي فراغآ شعاعاً . 
ملاحظة : من العاوم أنه إذا كان bc‏ له فلاجملة المفروضة حل 
وحید هو ( 0,0 ) والفراغ الشعاعي بتكون من عنصر واحد . 
(ع) - لتكن V(R)‏ جموعة الأزواج المرتبة : 


V—í((a,b) : a,beRJ 


2 Ye - 


ولنبرهن أن Ju Y vao‏ فراغاً سُعاعاً على القل ۸ إذا عرق 
مليتي ابنمع والضرب بعدد حقيقي وفق 


(a , b) T (c, d) — (a, b) 
À (a,b) — (Àa, Àb) 


(a, b) + (c,d) = (a, b) 
ie yè yg فالخاصة التتديلية‎ 


(4) - لنفرض V(E) , U(F) òl‏ فراغان شعاعان علی حقل 7 
OW) ve y‏ موعه الأزواج ı~ (u,v)‏ [] عن و لاع ب 


(u > v) Fr (u' , v!) ed (u ep w ¥ T vô 
: p Acla t F من‎ E تمه الضر شه‎ A y" 


| 7 AV مد سر و ره‎ 
yanya Au Av , VAS 


AORN a S Las 
ةا 1 أ‎ E ۵ ) > . f . $ 4 : 
F حفل‎ i UP i. £s y a i» f LI MW (F ) (J i * : Je S 


W (F) نسمي‎ 
* . f. i ۰ 9 iiu Y : س باه ده‎ £f 
xp أحبانا يا‎ d yg Ea ES geom qeu 


وق احققه ۰ 


$ 
i 


* ۰ 8 é + i é à i e : 
* AN WM 


|a y 


$ 


- a ay ۱ a t i . 
4 وعکن برهان ذلك‎ utt ۷۷ (t) المعو شب على‎ i LÌ 


| N 
۱ - م‎ -Yà* 
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5 r : 7 
Y es 
/ i 
ET 
- 
"t Ag 
Lui. demus 
+ 5 





d‏ م 





e) 4 yj 


ورف 


— — -> — 
—1.u-—-í(1--0).u-c1.u--0.u 


چ — 
=u +0. u‏ 
وما أن امم قابل للاختصار تمد : 


FH O= u [e-r] o للا كان ( حسب ج)‎ ۲ 


Qao u عد فى ل جم ل م د‎ 0 
۳ e e k $i 
ne ام الیل‎ 
~ y ; o a 1 GE, 8 ۱ یف‎ aM ود‎ aisi e 3 ۶ 
za GT m morem t 
ری یم ) دز ما‎ x mS 
e f£) € 42 "Ox د‎ j M TEE * C. ^ } z ۳ 1 wt 


) 


cB py nma b Tel v loe ius على‎ 


Á 


$9 


| A re "iu z t i i 1 2 5 
bee! على صم راجزء الثاني‎ ke! يكن برعان المزء الأول‎ ) 


od Al; zo uis‏ دور 
Û‏ = 11 . نم us. g = Û Q;‏ 


la]‏ کان ob auo‏ ل نج vÀR‏ او ونکون 


oS 5 : "T 3. 6 


s 


-—— o x 
Q- [uas uw 5.0939 


* 


-YY.- 


الفراغات الشعاعبة الزئمة : ٠‏ 

, 5 اه تعررف إذا كان لا فراغاً F pal ai je Lela‏ وإذا كانت 
U‏ مرعة حر اة من ۷ غير خاله (zl p U 5» Ub‏ ۱ 
۷ اذا کانت تا هي مد ذانما فراغاً سعاعاً علی ظ بالنية لعمليي E!‏ 
والفرب بعنصر من ۲ العرفتن على ۷ . 

ومن هذا نتج أنه إذا كان ني ی سعاعن من o lras X,U‏ 
7 فانه بازم أن يكون کل من kusun‏ من [] . وبعبارة مختصرة إن 
مليتي ابضمع والضرب بعنصر من مغلقتان ( مستقرتان ) في لا . 
والعتكس صحيح ا يتضح من النظرية التالة : 

o- Y‏ نظرية : يكفي اي تکون [] امجموعة الجزئة غير الخاللة 
من الفراغ الشعاعي Fen Qui ev‏ شعاعا Gje‏ على ۴ 
أو تحكرن C‏ المع y.al;‏ بعنصر من ۲ مغلقل بن 
في لآ . 

البرهان : من الواضم أن الخاصة ج٠‏ من [ ۵-۲ ] محققة لأت 
yg s yg ooh! ol g U à uin ul ile‏ محققتان في WYU‏ 
otue‏ في /ا . وإذا 0b ueU ob‏ نوع جروت لأن ظ ء 1- . 


ولکن و وروی وهذا يعني أن لكل عنصر > من [) نظيرا Zu‏ 
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: المكونة من جميع العناصر‎ U "A ol. (m0) 


— — 
QU ۲ ..۰ 4 Am Um 


مث ر Lis oE Oms.. Ar‏ من Je € F‏ فراغا سعاعنا 
Uje‏ من ۷ ( ندعوه الفراغ الولد من الأسعة بیج ...ریت ) . 
ou‏ : من الواضح آن ا لست غالة فالعنصر qur‏ ماه > 


: ثم آن‎ 
(qiu ۰ Ra ua) t (Bru des Ba uu) — 
Ca EDs E aa a) 


A (a u, +... + Ga Ug) = (A a Tı +... +A aa a) 
VAsaspeF , (i,j=1,...,m) 
بتضم ما سبق أن اتج جمع عنصرين من 17 هو عنصر من [1] وناتج‎ 
ضرب عنصر من [] بعنصر من 7 هو علهر من [] وهدا يكفي وفق‎ 
۱ [o - v] 


سترمز افراغ السولد من aY‏ رو ...7 بالشکل 
چ — 
Tis Ea J‏ 


٠‏ اهم تعريقف نقول عن‌هلة الأسّعة 0 من الفراغ 
il V(F)‏ مرتبطة Las-‏ إذا وحدت F ó‏ عناصر ى © ر ... ر 0 للست 
lent‏ معدومة کٹ بكرن ` 


- yt- 


عوك -»— 
جد U Ha EGOS O‏ لك لا رن 


چ — 
0 == 


— جح 
0 حت Ug SA SASS”‏ ى © + ...+ a, U, + as U,‏ 


فإننا نقول إن هذه الأسْعة مستقلة خطاً . 
a?‏ 
MM o - Y‏ : 
)١(‏ لتكن لدينا مموعة الأسْعة : 
— و ل 
)1,—2,2—( ولآ ; )2 ,1,0( — u, — (2,5, —6) 9 u,‏ 
من (۷,)8 . إن هذه الأشعة مرنطة oy hs‏ : 
>- سو — >- 
ug = 0‏ 5 -ل 2u, + ug‏ 


فى حين أن الشعاعين : 


—— حك‎ 
u, — (1, 5) 9 u; — (2,3) 


من (۷,)8 مستقلان خطاً لأن : 


a, (1,5) + as (2,3) = 0 = Q = @, = 0‏ 
oJ d,‏ بازم لكون هذان الشعاعان مستقلين خطاً : 
| 0 2 و0 3 1 ین 5 , 0= وین 2 ۲ a‏ 
و لس فاتن العادلتن سوی الل سين سين . 
(؟) إن كل جملة أسعة ين , . . T,‏ من فراغ (۷)۴ مرتبطة خطاً 
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: علد بد أن‎ o 


55-5 چ 
Un ~= 0‏ 


سو »— — 
Q1U 4... T 0 +0 UQ pıt... +t 0‏ 
وهذا يعني أن حمة الأشعة رن , ...ج مرتبطة خط وهذا خالف. 

لافرص وهو المطلوب . 
(۲) عکن كتابة المساواة المذكورة بالشكل : 


— »— — — — 
(Bit... Ba uu) c0‏ — رتنا ىو 1 . . . وتا رن 
me —- —‏ 
(am — Bp) Ug = 0‏ . . + رتنا B)‏ — ,«( 
وما أن ری ,... لي مستقلة خطيا فان : 


و ai — Bi‏ >= 0 -رق8 ع بين 


وهو المطلوب : 
(۳) با أن الأشعة المذكورة مرتبطة خطياً فإنه توجد في sets F‏ 
Qm‏ ۰.۰۰ ,و0 للست معدومة ما Le‏ يكون : 
«a (a + Ba, )+...+ aa (ua + Ba u) = O‏ 
وممه : 


-> -> — و‎ 
(asa Gs +... + Ca pn) Tı + as Ua +... Am Um - 0 


وهذا يعني أن الأسْعة حي +... ibi op‏ خطاً وذلك لآن عوامل 
[E cod N dia‏ مجنو aa d Arr‏ 


jo‏ »هالتبحة : إذا تانت الاسعة uuu‏ من فراغ ماع 


-Y= 


: M eA (1) تكون وفق‎ Ur: اه بو‎ U 
. qe حالف‎ 


5 - ه تعریف : نقول عن حلة أسعة 


«lA gb las V(F) (e 
إذا حرت جموعة حزئة منتبة مرتطة خطاً . أما‎ o Ue ibs ya vl 
ian! dz مكونة من عناصر تقع فى‎ iga ije igt إذا كانت كل‎ 


المفروضة مستقة خطأ » فاننا نقرل إن هذه ال مستقة خطا . 
نماد الفراغات الشعاعمة 


t 


[ ۰ ۳ i : | ۰ 1 ^ P M 
7 $ Ti e f = ایض‎ F 3 ۳ 

"n 3 Y iy ; Es & j تقول‎ 
4 ۱ ye z £ p & 5 AD » lal a mn V = ID . 9 Aj 4 n >> f; " 
E] J d S هو‎ nii أ‎ 8 4 x 5: £ LA 4 bn E: 4 t ۱ 


T i ® 


i9 


aum 3 34-8 nmm e T "E ۰ T t 3 
A 1 € v S 1 ' 1 -y 9 و‎ a 
D oy. QA ! QN 4 P Ap d P امت‎ ۳۳ | Ames AMA سه أ ع أ مر‎ i 
۴۳ mE w oA 
kte چیک‎ i^ is 
"P T 3 € برجم و‎ E To A í ۳ i 7 
و‎ Ê e t BIN io bam 5 b شأ اہ‎ Uu 
هو‎ Fan pi x 5 مو‎ o Lat f$ EAS ue ی ۷ : ره‎ z i 
ec ox: wu 
í Ar i 1 2 i 
0 Dt rU 1 i y aM v ۳ T 
و‎ $ .1 , XS uy a 5 } 
3 * 2 £r] ea. 8 و پر نه و‎ €i:YY 5 CO &? id natr 
ا‎ 2 Z^. 
لأشاشر كي‎ eua هيا‎ Loud 
هو‎ a RC 
- å r hi m t ki 
Ng x^ x ۵ پچ‎ “jl XC TR "aa L5 
À A. o^ Aw E a s 2 , ۷ 1 i f. 1 a2 ۴ 5 ] 
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] ٩-۱4 [ من أحل ع م . وبالعودة إلى () من‎ iom à, uà: 
جد أن الأشة ,ج .حح مرتبطة خطيا وهو الطلوب‎ 


. dim V, (F)=n ò! o ~ ye 


: يتكون من جمسع الأمْعة ذات الشكل‎ V.C) ol : old 


٠ 


(41. ..., a.) 9 &i € F . Lei. d 


. "PAST ولكن‎ 


— — e 
Uu =(1,0,...,0);Uu,=(0,1,...,0, U, = (0,0,. . و‎ 1( 


مستقلة خطاً کا بتضح بسپولة : 


5 £ vis a ۱ 
B. "[ie.-B8.-0 : ضوفي‎ 3. 


a 
1 0 ۳۹ 2 ۱ ; ۱ Y 
: مكتب بلشکل‎ 75 dk 
; a č oa e 


? HE" تسه ولا‎ 
1 3 i $ و اه داه‎ XA n ] Ties G 1 Ys 1 EI » ^" a و‎ 4 a 3 2 
n i^f, P -—» Je 1 * 5 و‎ 9 3 
بال ات ادا‎ NE E EY Lg HER Fu ۰ 1 
2909 روا‎ or Culte LCD ul 
0 r $ * f ak “y ۲ be b E e t 
i i 5 i Les 7 2M x . 5 58 e t. 
ودس‎ s. Haat ^ V SG ) 4 e Ub e ua DO» RS X 5 رجگ‎ 1 ê< %% 3$, i: 
if 4: 
الاو د‎ i وش‎ 
pe y 4 2 . emma sob yd a A ut . + 
)3 P» t a m. e 2 E ; ۱ 
على‎ V Cr C E (9o Gu M E; 3 . Uu - Ago Isi $2 amen T 3 


à 6. " ta rg Poo CAD 
pA. اھ‎ Y | مو ند‎ y 2 داعا بو دما‎ vij 9 o6 nr 


OF قر‎ e 
dim U - يكون صم‎ $ VAR, تا منت . ثم أنه بازم‎ > 


* = 
الا مره قار <m‏ 


- PYY ب‎ 


هو آن تکون الاسْعة المذكورة مستقلة خطاً . 
خطأ استناداً إلى [ ۰-۱۸ ] فان عدد آنعاد هذا الفراغ أقل من 1 + مم 
"nam‏ اصفر أو يساوي .m‏ 
Redi c isl.‏ - مستقلة Lhe‏ فع:دئذ کون وفق 
+ ۰ 5 1 - - 


التعريف [ 1١‏ - ه ] م - آ صسنه . أما إذا كانت الأشعة ro out‏ 
مرتبطة خطأأ فعندئذ يمكن التعبير عن أحدها بدلالة البقة . ومن هذا 
o^ Ad ol e U 5 ce‏ ع ووو اع وبااتالى dim U —m-1« m‏ 


وهو المطاوب 


te œ A £ z * 
۰ سعا گی‎ e ) هجو ( اساس‎ 


۱ - هم تعريفا : إذا کان ۷ lelas (lg‏ على اقل ۴ . و ذا 
کان n eti dim V =n‏ عافد عدون < LP qm iu‏ موعه مو تة من 
ge VUL. V, Ue aid ian yi‏ ۷ قاعدة ( أساس] ) لهذا pP‏ 
وترمز الهذء القاعدة اختصاراً soais iyan‏ 

ry‏ ه نتمحة : إذا كانت ري قاعدة في فراغ سعاعي ز۷)۳ 
ری ی ٠ €. ; à‏ ~ ` ?2 
فان كل سعاع پر عن ۷ هو بر نسب خطي من TE‏ . وهدا و اضم 
لأن الأشعة ع Z,‏ مرتطة خطا (إن م > ٠‏ سن ) وبالتالي 
نتطیع آن نجد العناصر Bas Bisio o Bo‏ من ۴ التي ليست puce‏ آصفارا 
کٹ يكون : 


طس یت -»— EE‏ 
0 - و۷ و6 +۷۰۰۰ ,6 + Bo x‏ 


۱۸ - "yw 


إن ١ع‏ وق وألا لكانت الاسعة بن زم , . . . , 1 م موتبطة خطاً ومذا 
مخالف الفرض » وعلى هذا نحد أن : 


۱ -— — — 
(1) X ga. Vot s T qu V, (ai= = BaT. Bi) 


يكن أن نرى بسولة أن الصبغة الاخيرة في RS‏ الشعاع على 
شخل تركب (hz‏ فى أشعة القاعدة وحدة بالاستناد إلى (؟) من 
[ ۱۳ - ه | 

yr‏ و yu)‏ — : تسمي الاعداد Qi (i91,...,n)‏ الواردة في 

n‏ ۲ : لاا« ج 
المساوأة )1( من [ ۲۲ -ه ]| مرکات الشعاع بر في القاعدة ب (v,‏ 
din.‏ الشعاءي V‏ 

o — Yi‏ مثال کل جمرعة الاسعة 


(1; (1,0, 385-0) S (0,1, عا عم‎ ,9),.,. (0,0, ssa L) 


- 


في الفراغ V,(F)- n oY ist V (F)‏ صنل ولان هذه الاسعة 
Lar dans‏ . وما أن كل سعاع V VE) o (mss aV)‏ 
Q1 (1.,0,...,0) a2 (06,1,...,0)  ... * q,(0.,0,..., 1)‏ 
فان مر كات هذا الشماع بالنسة للقاعدة هذه هي ري ر ...ریت . 
ل dass‏ ١ء‏ ) القاعدة الطبعة آو Xil‏ ی زا 
o: aah o n ye‏ إذا كان لدينا في فراع V(F) vum‏ عدد آنعاده 
m Li‏ سعاعاً مستقلا Lhe‏ : 


فاه يوجد بم دام شعاءاً آخر فى ۷ مستقلا خطاً : 


۷ و .۰۰ ۱۷ 


OW) à m8 TOV وتجعل من‎ 


البرهان : با أن ه > ص فإنه بوجد في ۷ عاع واحد على الأقل 
quac sen‏ ا ] a oaa‏ و إلا لكان 0< dim V = m‏ 
-J — -aX s . :‏ مج ون * ۰ 
ومنالواضم اناسع Lar d VT LL vsu‏ وإذا كان م > 1+ مم 


تم المطاوب وإلا » أي إذا كان >1 + مر » فعندئذ مکننا آن a£‏ 
T a . te‏ ۱ 
تذلك في ٠‏ شعاعا آخر 2 + Ves] dee v, m‏ و .۰۰ T,‏ ]وهکذا . 
*w at‏ * پا e‏ ۱ 
۲۹ - 0۵ ار تعرير القاعدة cU dr‏ شعاع lal FA‏ كانت 
E 5 bn‏ فاعدتن متلفتن لفراغ سعاعي ۷ دي n ) lan, n‏ 34$ 
UE ob ( 552€‏ وفق KS äl [o-vv]‏ : 


— =y چ‎ — 
/ ۶ 
= QV + eta Yn A V t eet Aa Ya 


ويكن » بشكل خاص ol e‏ تثل الاسعة ...س بدلالة 
القاعدة القد UE ås‏ 


چ ج 
(2 و ... و 1ص ز) ۵ ۵ +۰ + Bj 1 vı‏ ص و7 
بالتعريض 5 (۱) a£‏ 


EM 
I avi = LD ajVj * Lj A 5 


am E Buai : ان‎ a£ وهه‎ 
] * 


مار ی J‏ 


۷ - لتكن ۷ جموعة التطبقات المعرفة على مجوعة غير خالة 
× والتي led dib‏ في حقل ۴ . وإذا کان ۶ , عٍ تطسقین كفيين من 
Tras a, V‏ كفا من ۴ فاننا نعرف ع +۴ و ٤‏ بالشكل التالي : 

(f+ g) (x) =f (x) * g (x) 
(a f) (x) = a f (x) VxeX 

برهن أن ل تل فراغاً سعاعاً SFO de‏ 

اثبرهان : "كي کون ۷ فراغاً معاعاً على ۴ بازم آن تتحقق الشسروط 
جا -چه و ض۱ -ضه التي مر ذکرها فی [ ٠-۲‏ ] . 

() من الواضح أنه إذا كان ۴ ,ع من ۷ فان م ++ € وفتي 
التعر بف 4 من 57 كذلك : 

(0) ثم إن : 

)] + (ع‎ (x) =f (x) c g(x) 2 g(x) - f(x) - (g c f) (x) 

VxeX , Vf,geV 
+ وذلك لأث التطبيقين 600 و (»«)عج عنصاران من # حيث العملية‎ 
$453. ias 
Í-g-g-f 


-vYvi- 


( (£+ g) + h) (x) = (£ + g) (x) +h (x) = (£ (x) + g(*) ) + h (x) 
(£+ (g + h) ) (x) = f (x) + (g + h) (x) = f (x) + ( g(») +h (x) ) 
vxeX , vf,g,heV 
من 7 حيث العملة + حمعة‎ ote h(x) s gix) s fC) وبا آن‎ 
٠ فانه بنتج أن‎ 
(f+ g) +h = f+ (g + h) 
: (؛) وإذا دمزنا ب 0 للتطبيق الصفري المعرف بالشكل‎ 
O (x) =0 vxeX 
: فعندند کون‎ 
(f + O) (x) = f (x) + O (x) = f (x) + 0 = f (x) 
vxeX , VfeV 
: وهه‎ 
f+ O =f 
. ۷ هو العنصر الحادي في‎ 0 gb ob Uv, 
: بکون‎ Man) (-f)(x) - -f() JE - f Uus Tai (e) 
(f+ (f) ) (%) = f(x) (7 £) 0) = f(x) — f(x) = 0 = OC) 
vxeX 
: أى‎ 


f+(—f)= O 
afeV ob VacF , VfeV م من الواضم أنه‎ (1) 


— YN — 





وقق التعريف . ؤ 
B) E) = a (B f 69) (Y)‏ ») - (*) (؟(8 »)) 
a (8 £96) - (a (8 £) (0)‏ - 
لاع + VxeX , Va. BeF , 5١‏ 


(a 6) f= « (B f) 
(۸) 
` (f+) J = a( (f + e) (0)) a (f (x) + g() ) = a f(*) + a 809 
= (a f + a g) (X) 
Vxe&eX "ل © ,هه ۷ و‎ , Vvf,geV 


وذلك لأن الخاصة التوزيعة صححة في ۴ » ومنه : 
68 + 1ن د رع + )اين 
)4( (© ؟(ق + (a + 6) f) (x) = (a‏ ( 


- (a £) (x) - (6 £) G9 -)» ؛‎ ۵ ۶( 9 
VxeX , Va, BeF , VfeV 


(a + B)Jf= af + Bf : ومنه‎ 
: وأغيراً إذا كان 1 العنصر اطادي للعملية (.) في # فان‎ )٠١( 
(1 f) (x) =1 f(x) = f (x) 


VxeX , VfeV 


=- YYA” 


أى : 

وهو المطلوب . 

١6‏ - لکن ۷ ذراغاً شعاعياً على حقل 7 ولسكن إن ,ون 
d onm TEPA‏ ۷. ولنفوض أن ١7‏ موعة جزلة من ۷ قتكون من 
بع العناصر 06م m avo‏ بن , 8 عنصرين GS‏ من ۴ . برهن 


أن جموع أي عنصرين من ۷۲ هو عنصر من ols V‏ حاصل ضرب آي 


هدم 
e‏ 
il‏ 
—- 


gr Vio! gea PES ۷۷ عنصر من ۷ هو عنصر من‎ dU Fon عنصر‎ 
SUL Uy 

الل : 

لکن بن , ون عمری من ۷ . فیا أن كل عنصر من "۷ هو من 


الشکل ۶ Û‏ + ,۷ 0 فإنه بو جد F Ó‏ العناصر و8 :8:۰ 2 .4 Q1»‏ 


: محیث نکون‎ 
u, = Q Y ۲ ۰2 : Ug = as 7, + 88 و"‎ 
: المع نجد‎ 
u, + ug = (a, + as) v, + (Û, + B2) 7: 

وحيث أن هذا المحمر ۱ عنصر من ۷۲ . 
كذلك نلاحظ بسهولة أن : 

A u= À aivi +À ۰ ۱۷ ء‎ 
. ۷۲ من‎ ra را( هو‎ ol Ja ما‎ 


كي نبرهن آن ۷۰ عثل ge 0 Ls bu i‏ شروط 


- ۲۷۹ - 





iiS الفراغ الشعاعي : لتكن من أجل ذلك وت ,ون ,ره ,ا عناصر‎ 
. ۲ من‎ Lis pote (,(,, من ۷ و و2 ,و‎ 
. إن مرع سُعاعين من ۷ هو سعاع من ۷ يم برهنا فبل قلیل‎ )١( 
: کان‎ 13i (v) 
ه-1 ۶ :0 + ۷۱ ,و ع ره‎ 1 , 2 
: ) خضم الخاصة الشديلة‎ F Ebl ole فان ( باعتار‎ 
utu, (at a V + (B1 Bo ve 
= (Qa + Q) vı + (Bs + Û) va = ua + u, 
: إذا كان‎ )۳( 
رلا بيج > را‎ + iv, [ 1, 2 , 3 
: ) فان ( باعتيار عناصر الحقل 8 مخضع للخاصة التحميعبة‎ 
U, + (Uz + U) = (œ, Vi + Ba V2) + ( (x2 + as) vi + (Bz + Bs) vs) 
- (a, * (a5 c a9) v; t (Bi c (Bo * B9) v» 
-(a, t a, t as) v F (B1 + Bs + Bs) vs, 
: ag que JE, 
ودا + (وتا + ولا)‎ < (a1 + وه‎ + as) V, t (Bi * و" (و8 + و8۵‎ 
: وبالتای‎ 
U, + (U, + uj) = (u, + U2) + U, 
V (؛) إن العنصر الحيادي 0 بالنسبة لاعملة + في ۷ هو عنصر من‎ 


-YA*- 





: في ۷ لأن‎ golo وه 0+ رس 0- © أنه‎ 
u + O = u 
iod —u-(—a)v, * (—B)v tuc a vu B v, dol (e) 
u + (— u) = O 
بعنصر من 7 هو عنصر من‎ ٠7 ان حاصل ضرب کل عنصر من‎ (a) 
. مر معنا قبل قليل‎ 6 ۷ 
(Ài A2) u = À, (À: 9) (Y) 
: ان كلا من الطرفين يساوي‎ 
۸ ۸۰ ۰ ۷۱ + ۸۰۸۶ 8 ۰ 
À (uU, +0) = À [ (Qi + aa) Yi + (Bit Ba) Yel — (A) 
= À [ (ai + aav, + À (Bi + Bo ve 
: أن عناصر ۲ تخضم للخاصة التوزيعة فان‎ i5 
A (uı + ua) = À (aui * B Y2) +À (Xs Vi + Ba va) 
= À u, + À u 
(Ait Àa) u= Aa vit À B Yet Aza vità By (4) 
= À u + و۸‎ 
N : ومن الواضح أن‎ )۱۰( 


1.u-u 


وهو المطاوب . 


- YA\ - 


ملاحظة : کان بالامعان آن نتحاوز هذا البرهان الطويل على أن ”نا 
فراغ سماعي ذا لاحظنا US d uis p vico‏ فبو فراغ ] 
ym‏ . غير آندا آوردنا البرهان مفصلا لعتاد القارىء على مثل 
هده البراهن . 
لڪ 
V={(a 8) : a, Be R)‏ 
برهن أن ا لا تئل فراغاً شعاعاً على ۸ إذا عرفا C, ihal‏ 
المرب )342 ee Qs‏ : 
+(¥,8)=(a +¥, 8 +8)‏ )6« 
À (2,8) - O7? «, X? B)‏ 
ال : ان 
(A1 + Àa) (a, B) = ( (Ai + 39? a Qu 8 A2? 2‏ 
z (Ora, (A3 + à) B)‏ 
À (a, B) + Às (a > B)‏ = 
As) (a; 8) Æ Àla , B) T A۸2 (« B)‏ + ۸) 
فالخاصة ص) من ]*-5[ yt‏ عققة وهو الطاوب . 
1° برهن أنه إذا كان » , 8 عنصرين من 13 وكان : 


: فاه لا يمكن أن يكون‎ (2,-1,1) 2 (31,1,3) e€ Vq(R) 


- YAY ~ 


q(2,—1;1) * B (—1,1,3) = 0 (1)‏ 
مالم یکن 0- 6  -‏ . 
0M‏ : من (1) حد : 
0 (۵ 6۰۱8۰۱3 -) + (6 ,مه ره 2) 
وباللالى : 
 - 6 > 0 vu b. > « +38 =0‏ 2 
من العادلة الثانبة نجد م = ى . وبالتعويض في كل من الأولى والثانة 
مجد 0= ق = . 
۸ - لتکن و عموعة كثيرات الدود ذات‌الأمثال القىقةالمعرف 
علها جملية امع كا في [ ٠-٠۷‏ ] . نعرف علة ضرب عنصر ( من 
R‏ بعنصر p-ataxte ta. Xt C‏ ^0 ي الشكل : 
XAp=Aa, +Aa,x+... + A a, xX" (1)‏ 
برهن أن © فراغ سعاعي بالنسبة اعملية جمع كثيرات الحدود ولعملية 
الضرب بعدد المعرفة ب )١(‏ . 
البرهان : 
| کنا برهنا [ ۱-۲۷ ] آن 4 زمرة تدبلة بالنسبة لعملة جمع 
كثيرات الحدود . Vis‏ إثات الخواص ضو_ ضرم التي تبرهن بسهولة . 
۱۲ - لکن ۷ فراغا سُعاءياً على حقل 1 ولتكن ىنا , ... ,إن 
أشعة معبنة في 0ا. برهن أن [] » المجمرعة E‏ من الفراغ الشعاعي 


-YAY - 


: المكونة من العناصر‎ >» [o-r] (1) JEL i all V (F) 
(Q1, »., € à) a EF (i251,...,m) 
: کون‎ Le 
Aj Ut æ HAm Un =O (1) 
الفراغ المزئي في الال‎ s ae. VL) oh Use تشکل فراغاً‎ 
»me3 lj الي یکون‎ 
u, = (1,0,0,0) u;-(1,1,0,0) u,—(0,—1,0,0) 
فهو من لا‎ )1( J£ (0, ..,0) الل : انلاحظ أن العنصر‎ 
: وبالتالي فان ل غير خالة وإذا كان‎ 
ا‎ di) 
Y= (Bis Êm) 
: عنصرین من ۲ آي‎ 
0 +... + وتا م۵‎ 0 
Bı u, + ... + Bq و‎ 0 
(ai + Bı) U, + ... + (Gm + Bm) Un =0 
x+y e U : و هد | بعني أن‎ 


و بطر بقة ape‏ نيرهن أنه إذا كان xeU‏ , ۲ ۸ فان Ax‏ من [] 
وهو الطلوب 


- ۲۸۱ - 


وفي الخالة الخاصة نجد أن الشرط (1) بأخذ الشكل : 
)0,0,0,0( - (1,0,0--,0)يج + (0 ,1,0 ,14) وه + )2,(1,0,0,0 
والتای : 
0 > ون سد وين و 43-50 Q1*‏ 
ومنه محد ۰ 
و 2ت و0 > رن — 
وبالتای : 
(ais Aro Q3) = Q; (t, —1 , 1)‏ 
فالفراغ الثرئي المطلوب هر الفراغ المولد من الشعاع ( 1- , 4- ,1 ) 
* 919 - لکن ۷ فراغاً شعاعاً على حقل 7 ولتكن 34 جمرعة 
حزئة من ۷ توي على الأقل عنصرأ واحداً » ولتكن ل جموعة 
جزلية من ۷ مكونة من جميع المناصر التي utem os‏ على شکل 
"e‏ خظي في عناصر M‏ بأمثال من F‏ . برهن A‏ ۲ فراغ جزئي من 
۷ ( ندعوه القراع المحزئي المتولد ب 24 ) . ثم برهن أنه إذا كانت 
M‏ مكونة من ع دد منته من أسَعة ۷ عمل ىنا ,... ورتافان U‏ هو 
JJ p‏ اعرف بالنظرية ]4 - [e‏ 
الل : 
لا كانت 36 تحوي على الأقل عنصرا واحدا مثل ن فان 1( ( حت 
( من ۴ ) بنتمي ل 1 فاجموعة تا غبر خالة . 


~- YAO = 


وبا أن كل عنصر من ل] عکن كتابته على شكل تر كسب خطي 
نی عنامر من JUL M‏ من ۲ فان جمرع كل عنصرين عکن کتابته 
كذلك على سكل تر كيب خطي في عناصر من 26 بأمثال من ۴ فبو 
U‏ بعنصر كفي من ۲ . a,‏ بدل على أن تا فراغ حزلي من iV‏ 
كانت 14 مكونة من عدد منته من اسعة ۷ مثل ىك , ... , ون و بنا غأن 
كل عنصر من ]) بکتب بالشكل : 

e.c Às Ua‏ + وتا و 

U ouf,‏ هو الفراغ المزئي المولد من هذه الأسّعة المفروضة [ه - ه] 

vé; Jed uc(1,-2,5) gl 51 - AW 
: خطي في الأسْعة‎ 


(1و1-,2) ديع )2 )1,1,1( — ej‏ 


: ad SE کین وه دول و0 على سل‎ LA JH 
و© و + 64 یل +5 رن < لا‎ 
: أي‎ 
)1 , -2 , 5( - وين + (1 ,1 , 1)رين‎ )1, 2,3( c a5 (2,—1, 1) 
و مه‎ 
1= و 2 + وم + رين‎ 
—2 =A, +2 Q — Q3 


Ia FI OF OS 


WU as 


وحل هذء الحموعة من العادلات حد : 


Q= é O و ; 35ددوي‎ 2 


: jJU v, 
Uo —— 6 €, 4 وم و‎ + 2 Og 
هو حقل الأعداد العادية . مد ولا‎ ٣ تنفر ص أن‎ 5 ١ 
: للحملة‎ Q, في‎ CMs Usar, ua Je 4A 
2B,—3 Es t Ex 7 3 ج‎ 0 


۵ - پع و +وع 2 - وع 5 +رع 


أطخل : من المعادلتين الأولى S£ LU‏ 
ka= ۱ (1)‏ ۶ + وج 5 -- و 13 


بن عذه مع المعادلة الثالئة صل عا 


: في (1) ينتجم‎ quai eni 
bs = 


p =0 : m is , A! الأولى من الحموعة‎ Jalal! Ó PIT 
: فاذا حعلنا 1 ب ,ع مثلا فإننا نحد الخل‎ 


ولايحاد جمبع الخاول نلاحظ أرك كل حل المجموعة المذكررة هو 

: من الشكل‎ 
(0, £4, 4 E, E) - ELO 1, 4, 1) 

. Q من‎ ÀS pes E, حت‎ 

۵ - لیکن ا فراغا جزلا من فراغ سشعاعي 7 منتهي 
الایعاد . برهن آن bls dim U x dim V‏ الشر ط اللازم à,‏ 
نکن dimU = dim V‏ هر أن يكون 11-۷ . 

الل o:‏ كان U slul sae‏ يساوي U à bLA m élle m‏ 
تشكل جموعة مستقة خطأ من الأشْعة . وها أرل هذه الاسْعة تنتمي 
ل ۷ کذلك فذا بعنی أن V‏ وي وعة من الأسْعة المتقة Lh‏ 
تتكون من جر سعاعاً علی الاقل ga lias‏ أن dim V > m = dim U‏ 
لننتقل ole, d]‏ القسم الثاني 

o6 13]‏ ۷ - ت] فشسکوت. Kolan. dimU-dim V‏ 
نفرض أن « - لا ge ^, . dim‏ وجود موعة مستّقلة من الأسعة 
في نا عددها bad m‏ . لتكن مه ,... ينا هذه ob. AM‏ 
plai‏ من U‏ تركب خطي من هذه الأسّْعة » كم أن كل تر كيب 
خطي من هذه الأسْعة هو سعاع من ل . وما أن ۷ > نا فان الاسعة 
امد كورة تنتمي ل ۷ . وصت أن dim V-m‏ 66 لاعکن لاي px‏ 
من ۷ آن يكرن مستقلا عن Ui,.... Ug‏ أي أن کل سعاع عن ۷ هو 
نر کب خطي هنما وبالثالي فبو ينتمي ل [] وهو المطاوب . 


- YAÀ - 


١"‏ ا W,Q, e. W 2 Vp, ess Y; oK‏ عناصر من الفراغ 
الشعاعي ۷ . برهن ol‏ الفراغ dX‏ 1 من vy) Von Ad! V‏ 
هو الفواغ el‏ ۷۷ التولد من ,۳ ,... ,۳ و بر ...ورن ذاته لذا 
وإذا فقط كان كل عنصر (و, ...ره رذ) رس مرتطاً خطا بالاسعة 
ES uoa‏ 

المل : إذا كان الفراغ الجزفي 11 المتولد من ,۷ ,..., ره هو ذات 
الفراغ الزلي ۷ المتولد من رت ...یت د ...رت فان ڪل 
سعاع من ۷ مرتبط خطا بالاسعة ر ,... ,ره »> وا آت کل 
qe w(i-1,...,3)‏ إلى W‏ وذلك vy‏ مكننا أن Oe LIED‏ 

و 0 + ...+ w= Ov+...+Ov, FOW,+...+1Wi‏ 
غو ينتعي إلى ۷ لأن ۷ = ۷ وبالتای یکون ,۷ مرتبطاً خطا بالأشعة 
oa‏ 

وبالعكس اذا كان كل عنصر به مرتبطاً خطا بالاسعة ين , ... , إن 
فعندئذ يمكن كتابة كل شسُعاع ينتمي ل 18 على شكل تر كيب خطي 
للأسعة ,س ,... وره فهو بنتمي ل ل وهو الطلوب . 

١ 17‏ - لتكن Ue dk xb asus‏ من فراغ 
ولتحكن ...ره مجوعة آخری من الاسعة gE‏ خطاً 
و للفرص أن : 

[u,e Um] ALV sens] > 

برهن آن الاسعة رب , Um o Yio‏ .وتا مستقلة خطاً . 

او یا بر , ولا ...وتا مرتبطة خطً 
al‏ الحصول على التاصر ري حي ...ی سنا رل لست معدو da‏ 








جیعاً جیث یکون : 
0 بو ۷۰۰۵ بو ولا و ۲۰۰۰ 0 
ومنه حد : 
-—(Rn 41V... Ra V)‏ ولا و 0 ۲۰۰۰ 0 
ولکن الطرف الاأبسر ثل عنصراً من (یت ,..., وت ] والطرف 
Us uM‏ عنصراً من [n.o v]‏ وبالتالى يحب أن تكون كل من 
العنصرن هو العنصر الصفري لأنه العنصر المشترك الوحد . وهنا 
يعني أن : 
ایا م0 ...9 Q1U,‏ 
V, 70‏ ور Ao‏ ۷۲۰۰۰ + و 6 
وما أن أحد العناصر , , ى» ,... , ده على الأقل غير معدوم فات 
إحدى المجموعتان يلار ... وا ك Vis, X,‏ على الأقل مرتطة خطا 
وهذا خلاف الفرص . 
۱۳۹۸ ۔ إذا کان ۷ و ,۷ فراغن سعاعن حزئن من فراغ 
سعاعي ۷ على المقل ۴ . 
)۱( برهن آن ,۲۱-۷۷ هو فراغ جزني من ۷ . 
V, Uus 13! (y)‏ + ,1-۷ بالشکل : 
زولا »© ب , ,۷ 5 , ۷+ ) - ولا 


فبرهن أن ,۷ +۷ فراغ جزني من ۷ . 


- YA. - 


: إذا كان ۷ منتهي الأبعاد فان‎ )۴( 
dim (V, -- Vj) - dim V, 4- dim V, — dim (V, n Va) 

; JH 

(۱) با آن العنصر ۵ ينتمي لکل من الفراغين Vas Vi od E!‏ 
| کل فراغ حزئي محري العنصر الصفري ) فپو بنتمي لتقاطعهبا ,17 ومنه 
بنتج أن ,نا لست ممرعة خالة . 

م ان مجوع کل عنصرین من ,زا هو عنصر من رل لأن كل عنصرين 
ينتمبان إلى ,۷ و و۷ ينتمي Vi dl DIAS. ue‏ و ۽ فهو ينتمي ل ,لا . 

وإذا كان Ioas u‏ ما من U,‏ فو عنصر من ,۷ ومن ,۷ وبالتال 
فان ,ا۸ مها كانت ۸ من ۳ بنتمي لكل من V, 2 V,‏ فهو من ,[] . 
والعردة إلى [0-ه] نجد أن uU‏ فراغ جزئي من ۷ . 

(۲) بارك برهان هذا القسم للقارىء للسبولته ولکونه عاثلا لبرهان 
القسم الأول . 

(۳) لفرض آن أبعاد الفر ات : V,nV, » V, * V, » V4, V,‏ 
هي + , و ,: , م على 0o‏ 

ولفرض D‏ ( ,ها ) قاعدء و۷۸۷ . ان أشعة القاعدة 
هذه تتکون من م شعاعاً مستقلا خطاً . وهذه الأشعة تنتمي لكل 
من ,۷ و و۷ . وهذا يعني أن م < + و م<ه . لنضف (uw) di‏ 
محوعة مستقلة من الأسعة مره ,... ر بحث محصل على قاعدة في ,۷ 


. ] ۵-۲۵ [ 


ولنضف كذلك إلى [ u‏ ) عموعةمستقكة من الاشعة Wiee, W‏ 


- ۲۹۱ - 








بحث تحصل على قاع دة ل ولا . ومن الواضح أن الفراغ المولد من 
Vp,‏ و۷ » ولحكن ,7 » لاث_ترك e‏ الفراغ المولد من. 
us‏ و .وتا ولیکن ,۷ » الا بالعنصر الصفري . وما آن ,۷ +۷ 
بجوي مع عناصر ,۷ وجميم عناصر v,‏ € أن كل سعاع P ima‏ 
—À‏ خطي هن عناصر القاعدة في ,۷ وعناصر القاعدة في ,۷ وحث 
llat p ia ol‏ مشار کا بين قاعدني ,۷ د و۷ فان کل (epe‏ 


"Gg" خطي‎ TÉ); V,+ V: 


s eee وم و۷ و ولا و‎ Vr=eps Wisse es Wep 
5 o3 . ۱۱۷ خطا وهی التمرين‎ aM ixi و قده‎ 
t = p + (r — p) + (s — p) 
و ۲ سم‎ - 0 
: أي أن‎ 


dim (V, + V,) = dim V, 4 dim V, — dim (V, V4) 
| . وهو الطاوب‎ 


(1,2,9) ; (—1,1,3) ; ۵,2, 4( : تشکل الاسعة‎ - ٩ 


فاعدخق Ví Q)‏ . مأهي مر کات كل من الشعاءين )2,4,2)2(6,0,1( 
iJ.‏ شده القاعده , 


* 


(6,0,1) > q,(1,2,0) - q,(—1,1, 3) * au(0. 2, 4) 


- ۲۹] = 


وصه نيحد : 
5 4 + و0۵ 1-3 و 2+ + ,) 2 ع 0 و وين - وين 6 


ويحل هذه المجموعة من المعادلات نحد : 


وهذه مر کات الشعاع (6,0,1 ) وفق القاعدة الفروضة . بطريقة: 
ile‏ مجد مر کبات الشعاع (2 ,4 ,2) . 

١1/٠ *‏ - إذا كانت ولآ ,.., نا فراغات جزء من فراغ 
سعاعي ۷ فاننا نقول عن ۷ آنه عموع مباشر هذه lE gel cnl aM‏ 
أمكن تثيل کل عنصر +« من 8 على شكل موع : 

VEU... Ua 


. ویفرض أن هد | التمشل ^ إلا بتكل وحد‎ u; E€ U; 2e 


VS Uj USL oss +U, 
: برهن أن‎ 
dim V = dim U, +... + dim Û, 
شکل پر ڪب‎ de VERS Ui الخل : با أن كل شعاع رن من‎ 
: ۷ من‎ ٠ خطي من أسْعة القاعدة في :17 فان کل سّعاع‎ 
ولا ۳ ۰.۰ + رلا عه ين‎ (1) 


- ۲۹۳ - 


یکتب على شكل ت ركيب خطي من جموعة الأشعة س التي هي 
اجتاع موعات أسْعة القواعد د .نا ,...,,(1 من هذا نستنتج أن : 
dim V < dim U, +... + dim U,‏ 
ولكن لا تشترك أية قاعدتين من ge^ gi Ui adi‏ لأرن هذا 
معني آن هذا الشعاع مثل بشكلين مختلفين من الشکل (۱) الأمر الذي 
يتنافى مع كون الشكل )١(‏ وحيدآ » وعلى هذا نجد أن : 
dim V = dim U, +... + dim U,‏ 
وهو اكطاوب : 
۱ - برهن أن الأمْعة : 
)0,0,0,1( , )0,0,1,1( , )0,1,1,1( , )1,1,1,1( 
تشكل قاعدة في الفر اغ V«(F)‏ . 
JH‏ : من الواضم أن الأشعة المذأكورة متقلة خطاً » لأت 
Jalali‏ التالة : 
aq;,(1,1,1,1) - q53(0,1,1,1) - q,(0,0, 1, 1)‏ 
)0,8,0,0( — )$4(0,0,0,1 + 
لا تتحقق إلا إذا كان : 
ظ )0 ,0,0 ,0( = (ais Qas Q3» Q)‏ 
وبا آن عدد آبعاد ,۷ هي 4 فان الأسْعة المذكورة تشكل قاعدة 
في ا وهر الطلوب . 


- ۲۹۵ 


مار ين غر 24M‏ 


۳ - إذحكر ما إذا کان كل ما بلي فراغاً شعاعا على القل 
الذکور مجانبه ودلك باستعیال التعاریف العتادة للحمع ولضرب بعنصر 
من احلقل : 

جموعة الأعداد oa‏ من الشكل قسلة +3 ق + حبث 
» , 8 , به عناصر من 0 . اخقل هو 0 . 

مموعة كثيرات الحدود من درحة أكبر من الدرحة 5 على حقل 
. الحقل ۲ . 

- مموعة کثبرات الدود عی حقل ۲ » حيث الخد الثايت يساوي 
الصفر . اخقل 7 . 

۳ - بين أن المجموعة 0 الکونة من جسم الأعداد ال رکة 
هي فراغ سُعاعي على ۸ بالنسة لعملية المع المعروفة للأعداد المرصكبة 
ولعملية ضرب عدد مر كب بعدد حقبقي . 

65 - بين أن المجموعة 0 المكونة من جمبم الأعداد المركبة 
عي فراغ شعاعي على © بالنسبة لعمية جمع الأعداد المرحكبة وضريا 
العروفتن . 

- لکن ۷ موعة الازواج الرتة للاعداد الققة : 
V-í((a,]) : a, BeR)‏ 


- ۲۹۵ - 


برهن أن 7 لا تمثل فراغاً سُعاعاً على ۸ وذلك إذا عرفنا العملة + 
ue,‏ الضرب يعدد كا يلي : 
(8+5 ,؟ +») - (ق,ب؟) + )8 ,«( 
À (a. 80 - (A a. D)‏ 
۵ - لکن ۷ J lebi nj‏ حقل ۴ برهن القانونين التالين : 
)١(‏ إذا كان ٤۴‏ 6 , » و «عنصراغر صفري من ۷ حت : 
6 < 5 »0 
فعند ید بگرن ۰-6 . 
(v)‏ )13 کان ۷ > ,× و بو عنهراً غير صفري من ۳ حث : 
2 ۶ »0 
برهن أن بر . 
۹ - أجر العملة التالة في (0),/] : 
(1 , 0 و 4)0- (0 ,1 , 4)0 + (0 ,9 ,3)1 
دحدد الفراغات الشعاعية المزئية من (77,)8 ما بلي . 
— جمرعة جميع العناصر دات الشکل : 
(a,20,33) ۵۰ ۵۰: ۲ ۴‏ 
— موعة العناصر ذات الشكل : 
 a,yeR‏ ) ,2,9( 
- مموعة جميع العناصر ذات الشكل : 


- YAY - 


)»,8.3( -a BER 
: جموعة حميع العناصر ذات الشكل‎ - 
(u +28,a—3¥,2« + B+ ¥) aB, yER 
لکن ۷ فراغاً عاقيا ولكن ,انو جرعنین‎ - ۷ 
حتوأة في ,ا . برهن أنه إذا‎ U, على شكل تكون فيه‎ V on ox 
فعندئذ يكون‎ U, g Uge من ۷ و ونا فراغ‎ Uj کان رنا فراغاً‎ 
فراغا جزئا من ۷ . برهن کذلك آنه (ذا کان ,نا د نا فراغن‎ 1, 
جزئین من ۷ فعندئذ یکون ولا فراغا جزئا من ولا‎ 
برهن أنه إذا کان ولا ,... ,ولآ ,لا » حث و عدد‎ - VA 
محدود» فراغات جزلة من ۷ فان البجموعة ل أ . .. 01,50 ,لآ تشكل‎ 
. فراغا جز با من ۷ ومن کل من ال‎ 
ميز في جحموعات الأسُعة التالبة في (82)ع7 المرتبطة منها خط]ً‎ - ۱۹ 
عن ا‎ 
((—1,2,1 و‎ (5,1,—2) 
((2, —1,1) i (1,2,3) ; (0,1,2)} 
{(1,0,—1) , (2,1,3) , (—1,0,0) ; (1,0,1)) 


۰ - بعاد السؤال السايق حت حبث الاسعة فيا بلي عناصر من (۷,)۸ 
) )1,4,3,2( ; )0,1,1,0( ; )1,2,1,2( { 


((1,2,—1,1) , (0,1, 1,2) , (2,1,0,3) , (1,1,0,9) ) 


-Y4Y - 


۱ - اذا کان ر و × سعاعين من فراغ سعاعي على حقل 

۴ و ۰۳ 6, » برهن أن المجموعة : 
( ۷ 6 + ۶ ۷ ] 
مرتبطة خطا . 

۳ - لکن ر و × سعاعین مستقلين خطيا من فراغ سعاعي على 
حقل ۲ . ولتحمن » ,6 ,۲ ,۵ عناصر من ۴ برهن أن الشرط اللازم 
والكافي کی يكون الشعاعان . 

axtBy ; ۷۶+‏ 
ou‏ خطبا هو 0 تحب م - 58 » 
۳ برهن أنه إذا كان لمجموعة المعادلتين : 
5-0 5+8» 
۲ 
حل غير الل اليدهي فعندئذ یکون الشعاعات B)‏ , »)د (5 , *) 
من (۷,)۴ مرتبطين خطيا . 

C(u,, 0, ... Ug ( برهن أنه إذا كانت مجموعة الاسعة‎ - VAS 
حث 1< 2« » مرتبطة خطيا فإن بعض هذه الاسّعة تر كيب خطي‎ 
eo oai 

ue[u,u,...,u,] » m1 : o6 برهن أنه إذا‎ ١/6 


aB, y © 


دزی وتا ...روت , u,‏ ] ¢ > فان ۰ u]‏ و ر US, €[u4,0,,..., Uq‏ 


YAA ~‏ هس 





: برهن أنه إذا كان‎ - YA 
] [وتا و۰ ۰۰ وتا و وتا‎  ] و و۷‎ Veo Va] 
: وإذا کان جع ص فان واحدة على الاقل من احموعتن‎ 
] یه و ولا‎ Uu l 3 وا‎ Na] 
. مرتبطة خطا‎ 
: تحوي الشعاعن‎ VAR) أوجد قاعدة ل‎ - ۷ 
(2,1,3) 3 (1,-1,0) 
: آوجد عدد آیعاد لفراغ از‎ - NAA 
] 6,2,1, 0( ,(—1,1,—4,3) , 2,3,3, 0) , (0,1, 1, 1)] 
. V«(R) من‎ 
;OV4(R) لکن ,ا و وا فراغین جزئین من‎ - ۹ 
U, =[(1,2,—1, 0), (2,0,1,1)] 
U, =| (0,0,0,1), (1,0,1,0), (0,4, —3,—1)] 
dim (U, + Û») , dim U, nU, , dim U, , dim U, : ارج‎ 
: صحة العلاقة‎ ye JE ثم‎ 
dim U, + U, = dim U, dim U; — dim U, N Uz 
. أعط مثلاً تثبت فيه خطأ مايل‎ - ۰ 
Lo je واذا کان ا فراغاً‎ ۷ à 9B (vi, vs) إذا كانت‎ 
. ][ من ۷ فإن جموعة جزئة من (07,...,90.5) هي قاعدة‎ 


۰۰ - للکن ۲ عوعة جمبع الفراغات المزئة لفر اغ سعاعي 


- ۲۹۹ - 


غير صفري 7 . ولنعرف مملية المع في 7 كا في القسم الثاني من 
asa yy‏ . تحقق من أن 7 لاتمثل زمرة بالنسة لعملية المع هذه . 

و برهن آنه هکن اعتبار القل فراغا سُعاعباً على أي حقل جزفي منه . 
ثم برهن أنه إذا كانت Fa, Fp, F,‏ حقولا محث و۲ ,۲ 2 ,۲ وأنه ذا 
کانت ) sAcU (vj,...,v, ) 2 Fy.- e F, $0 (u,,...,u,‏ 
F, d F,‏ فان العناصر : (2,... ,1ع ل رض ,... ,1 > 1) را بن هي 
فاع دة و على ر۴ . 

"ابه ١‏ جد قاعدة طقل الأعداد المركبة 0 باعتياره فراغاً سعاعباً 
على حقل الأعداء الحققة © . 

dx Luz (s v SJ ۳‏ البعد على حقل ۳ . ولتكن 
ولا وول , ۷۲ قاعدة هذا الفراغ ولکن Lis hasc euer‏ 
لصفر . ولفرض آن Uje Elp v‏ من ۷ يتكون من جميع الأسعة 

"ا ع بر( ۷ و۸ + ۷۵ ۸۰ + ۷۱ .2 = xX‏ 


التي تحقق مر كباتها الشرط : 
توق وه + Qi Àr + a2 Àa‏ 
برهن أن 7 فراغ جزثي ثنائي البعد . 
64 تتحكن ,م جمرعة كثيرات المدود على القل ۸ والي 
لا تزيد درجاتها عن 3 . برهن أن و8 فراغ لماعي . بين ما إذا كانت 
الأسْعة الثلاثة التالية مستقة خطاً : 


هوه 


۰ + 9+ 43 4 -- 209 و ۲2 6+ سکع ; Q—3045t-1‏ 


۵ - برهن أنه إذا كانت الأسعة u,v,w AXI‏ ^( فراغ 
ممعاتني Las- dila V(R)‏ فان u+v,U—Y,U~2V + ۲ I‏ 


١95‏ لكن : 31 +ع (1-1) 6 و ((+ 3 دزي 
حبث 1--12 . برهن أن م و م مستقلان خطأ على حقل الأع_داد 
المقيقية » ومرتبطان خطباً على حقل الأعداد المركة . 


٠ اڪن الاسعة‎ - ۱۹ 
سيم‎ )1,1,-2,1( , &=(3,0,4,—1) , e52(—1,2,5,2) 
v,-(4,—5,9,—7) , Q70,1,—6 9, v, 7 (—1,1,0, 1) 


من الف راغ اسعاعي V«(R)‏ . 


VG) ctu! للفراغ‎ acl Vi » Vg» V3 O^ is أوجد الا‎ - ١ 
. €, والمولد «الاسعة و‎ 


EA +‏ الا سعة ^( €3 65 , ,€ المنتممة للفراغ E‏ من 
VR}‏ والمولد بالاسعة ¥8 Vj, Vg”‏ ۰ 

۱۹۸ - لمكن ۷ الفراغ الشعاعي zu‏ من جموعة ded‏ ات 
العرفة R‏ والی تأخذ dg‏ فى 5 نفسه . 


= Ye) 


: مستقة خطاً‎ iU برهن أن آزواج التطسقات‎ ١ 


1,x و‎ x;x? , x;c* ;, xc*,c* ; sin x, COS XK 


×+ ۲ - برهن أن التطسقات AL-— snx,sin2x,...,sinnx:‏ 
Las‏ مها كان 1< 8 . 


-For 


اصی|السادس 


مندرس في هذا الفصل نوعاً هامأ من التطبيقات بين الفراغات الشعاعية 
وهو الذي på‏ ما نسميه بالتطبيقات e ihh‏ هذه التطبيقات التي تعتير م 
الدعامات الأساسية في الجير الخطي . 

| تعريف : ليكن 7 ,10 فراغين سعاعبين معرفين على‎ + ١ 
التبديلي 1 (سكون كل حقل برد في هذا البحث تبدبلاً لا اذا ذکر‎ 
: خلاف ذلك ) . نقول عن التطبتى‎ 

T; V—W 


إنه تطسق خطي فا ذا حقق الرطن التالن : 


vi;VeViT(vev)-T(v) «*T(v) (1) 
vTev, vAeEK:T(Av) -AT(v) (2) 


بسمى هذا اتطييق أيضا تویلا خلبا ار مورا خطا - 
إن من المکن تکرار هائین العملتتن وضبا ای بعضها و اعتار العلاقة 
äh‏ تعر بفاً للتطبيق الخطي : 


-Y.Y - 


VheK , VueViTOEXSO-EME(O 


إن Le‏ المع الموحوده à‏ الطر ف gi‏ من "ur‏ العلاقة d^‏ 
aki‏ المعرف على ۷ آما عملات المع الموجودة في الطرف الأيمن فبي تمثل 
المع المعرف على 18 . 
ec rco‏ ” 
(۱) ات التطبیق الطایق 1 للفراغ الشعاعي ۷ علی القل 1 
العرف بالعلاقة : 
— و — 
v veV : I(v)-2v‏ 
هو تطبق خطي لأن : 
>- — >— وت یت جس ج چ 
( و۷ ) 1 + ( ,۷ ) 1 و۷ + Vv‏ = (و۷ + ۷)؟ ۷ ۷ 
-— — — وس 
VveV, l(lÀAv)-Av-AÀIÍ(v)‏ 
(؟) إن التطبيق الثابت لفراغ سعاعي 7 في الفراغ الشعاعي ۷۷ 
لس بتطبيق خطي : 
في الحققة إذا كان w‏ شعاعاً ابت من ۷۷ UL 3,9 L2b‏ 
ايتا ء ل ۷ من ۷۷ بالعلاقة : 
— چ 
v veV , f(v)-w‏ 


إن هذا التطبيق لايحقق الشرط الأول من ششرطي التطبيق الخطي 





چ —— چ سوت — و وب 
۵ + و۷ < (۷۵) 1 + (۷۱ )1 عد ۷ - (و۷ + ۷ ) ؟ 

(۴) إذا طبقنا فراغا سُعاعياً بفراغ سُعاعي‌جزئي‌منه‌عدد آبعاده آقل من 
عدد آبعاد الاول وحیت نربط کل شعاع من الأول بشماع HLI o‏ 
تقع SLS ya‏ صمن مر کنات الأول Uer‏ هد | التطسق mm‏ امقاط " 
فلو طىقنا مثلا الفراغ 23 بالفراغ 82 محرث يكون : 

V (xı, X,, xs) € R , f: (Xi , X3, X3) ج‎ (X, , x2) 

فإننا نقول إثنا أسقطنا الفراغ 23 على الفراغ R?‏ 

لنبرهن أن مثل هذه التطبيقات خطية 

عکننا آن نكتب من أجل الخاصة السابقة : 

f[(x,, xa, x) + (X1 > Xg, X3 )] = f (X, +X, و وكيك + ولا و‎ + Xy ) 
— (x, - X, , Xo t XV) = (X1, X,) * (x! , x) 
-f(x,x,,x*,-f(X xv, X4) 

و . 

£[À Q3. و و‎ X3) | = f (À X, , À X2, À X) E (A xı, A x») 
À (Xio X2) = À f (X1 , X2 , X3) 
RP ع8 فى الفر اغ‎ E! أن تطسق الفر‎ ola سکن تحمم مأ سدق وبر‎ 


i و وق ا(علاوه‎ (pxn) 


۳۰۵ م ۲۰ 


š ۳۹ f d 1 * 1 or^ T ۲ É & P : 5 t 1 S 3 jo x * 
c ل عمو ع‎ | | m (5 A NS edi, ۰ لتعلسق عدبي‎ Anin مج صما‎ y 


Ty 
يس‎ 


e à i e $ 5 i i ^ A : ۳۹ 5 =! et ۹ 
e agi 6 3 in y e AREAS. ا کر‎ 
e € Ex 


s ger تطسق‎ d Meses I uf wt ei 5 ví 
b t e = à ۳ t ۱ ۱ . | ed 
E٤ ٤ حمطي‎ S. ۶ و‎ E علی اأخقل‎ cusa oi j P.E SEL 


- ۰ macore سب‎ $ . : 
ل م القامدة‎ sagi! ار ل حم‎ y rn 
3 A(e,, e) È ۱ 


"d‏ 3 3$ * * 2 2 .ا 


| 5 iiie et — | ساس‎ = J 
E > [e EE a 
o^ y (X4 5 Xs $5255 Xa) Q a 4 D . uU; $ Uo 43 > و ع م‎ U ۴ ) 


t 


3 " ; : 
Qo $^ M ai 1 ۴ LM E e X x f i EE E 0 - 
: تعن هد اشال علدما لمكن من تعن مر لات لامعه‎ 
op ; en 3 5 
لاس‎ wa 5 
Em; Sn 1 x A i 5 
: 1 E €. 1 
M S Ci ۶۱۰.8 ER C» j 2 7 Sod 


xo eM i Ue eM Xo 
E ( e ) = at t *a^u,4...4a Pu, EE) 





p. ce z‏ لد دده 
x E mw‏ 4 , 
f(vi- $$ Ui: 2۳ 2۵1 nu!‏ 
Pasa jiri‏ 


: هذه العلاقة مفصة بالشكل التالي‎ LET o 


3 
X‏ 2.2025 و و و a‏ عار 11 


+ (aû, Xj + a,? Xa + . ee + a, 2 xX, ) Uy 


(aP Xi +a,’ X, t.e t a,’ Xp Uo 


= 


5 از او‎ dp m مش م ای ی‎ 
Yi» Yos Y» u^ B sacia على‎ Ww f(v) کیات‎ Mu ور صدا‎ D 


فإننا نستنتم من العلاقة السابقة المعادلات التالة : 


yı =a, ¥: + ره + ...+ وظ اوق‎ x 


* 
P 


فكد 


Yi = a? xpt ag? Ya tauo Han? Xa 


ETE: 


J P m à. A, -} a. A? f > a 2 3 A ۳ X i 


] و‎ — ài 9 إو ا دا‎ u ۳۹ : : - 
di f(v) E lai B على القاعدة‎ ee ge JS Lar petuo cci لدي‎ 
3 يكرا تنه — بالنسة لر کات‎ QE. - | اه‎ 


|. A Mn i &j 
ue VEU AGE 3 V F iMan” 


. ۸ القاعدة‎ a 


^j 
شب‎ 


؛ ‏ ج الخاصة المميزة لتطبمق خطي : Uu ad‏ في الفقرة السابقة 
آنه هکن عتل کل تطبیق خطي بعلاقات خطية بين مر كبات سعاع 
uui da (o, die,‏ وسنيرهن فيا بلى آنه إذا عرف التطيق بعلاقات 
خطية بين مر كبات ماع من منطلق التطبيق ومر كبات خياله وفق هذا 
التطبيق فان التطستى الذ کور خطي . 

لنعتبر أن الفرضيات التي أوردناها في الفقرة السابقة تبقى صالحة من 
أجل هذه الفقرة ولنفرض تطبيقاً 8 بربط بين كل eu‏ من 8 
وسعاع ب من AUI J& F‏ ; 


-p 
f: v= Exe —w= Ñ yj u 
=1 j=i 


n 
زر‎ 2, 2i) Xi 


ولنبرهن أن هذا التطبيق خطي أي يحقق العلاقتين )١(‏ و (؟) . 
البرهان : من الواضح أن : 


p p => n ۱‏ — حو 
f(v)=w= 2 yu= E y( È ajx)‏ 
j=1‏ 


j=1 i 


(3) f(v)-Xx(Xaiu) 
i=1 j= 1 


j= 
۰ من افراغ ۲ معر فة بالعلاقات‎ qu m oe il 
-> چ یب‎ .. 
qı = a, u, + پچ + .۰ .+ وتا ره‎ up (i=1,2,..., 0) 
: الشكل‎ (v) فتأخذ عندها العلاقة‎ — 


= P.A- 


سو بو — و 
f(v ) =x, q, + xe qa +...+ Xo 0‏ 


إن هذه العلاقة هي التعريف المعمم لاتطق الخطى كما ورد فى. 
الفقرة [۱ S aes‏ [ 

: هذه الفقرة والتي سيقتها يقولنا‎ Pr 

إن الشرط اللازم والكافي لآن یکون التطبق ۲ ح 8 :+ تظسقا 
Las-‏ للفراغ الشعاعي 2 في الفراغ الشعاعي ۲ هو أن يكون من الممكن 
MÀS‏ — مر کات Jie‏ کل سعاع E iac‏ وفق f‏ بعلاقات i. he‏ 
بدلا له مر کنات T‏ . 


۷ 
خواص التطبيقات اخطبة : 
V ob 13]‏ 5 ۲۷ فراغين سُعاعبين على اقل K‏ وإذا كان W۷‏ ج ۷ ۳" 
Lhe lhs‏ فانه نکون : 


مه - ال الشعاع الصفر ی V Ó‏ 3 1" هو الد-عاع الصفر ي 


T) =T(0.0)=0.T 0, 


سعاعا الصفر في ۷ و W۷‏ على اترتب و 0 هو 


p Jue 4 5‏ سعاع وفق 1 هو due 2E‏ ۵ دا الشعاع ۲ 


لانه إذا Y pei ob UN o8‏ من ۷ أي م( ر بس فإن : 


- ۳4 - 


T (Fr (FM) =T (0) - 9, 
: ومن جبة ثانة فان‎ 


P RC) Po Tx 


T (3) + T(—v) - 0.‏ 
اي أن (0v)‏ هر نظير رجح من 187 . 
ملاحظة : جمل‌في اخالات الي لا نخشى فما الساسا » الیل من سعاع 
لصفر لفراغ Qi‏ 
۷ - ۱ اذأ كان 13 فراغاً شعاعباً جزئاً من 7 فان JLS T(U)‏ 
نآ وفق 1 والمعرف بالدستو 
T(U) - CT (v) 2 yw)‏ » فراغ سعاعي زفي من ۷۷ . 
با آن ۲7 محري الشعاع الصفري وفق لنظرية [ ۷ - ه ] فا 
TU‏ مجري حسب [ ه- ] الشعاع ااصفري . إذن للبرهان على أن 
E TQ)‏ سعاعي Ges d Qu Won dE‏ من اخاصتین التالتن 
وفق [ 6-۷ ] : 
vé. VeT(U , w«w eT(U)‏ 
vVAeK 01 we T(U)‏ 


-p ~p ١*6‏ 7 و 2 ۰ — سو 
iel‏ پ و ثب من لآ وللفرص أن T(v^) -w 4 T(v) Sen‏ | 


-fje >~ 


P — M ۱ 
3 ) ب‎ + ۷ ( e [1 زنا)‎ 


T 


0 oc — 
T(vev)-c T(v) -T(v) 2 wa 


. چا 
7 
1 
v‏ 
ke‏ 


-> -> — چ‎ 
T(vyv+y)=w+w e C (U) 

)ا کان ۾ من ڄ d» Mia, Ave U cb‏ ای ات 

: >= * 
((؛ 1 ع ( ۷ ۸ 1" ۰ 

>- ۳ سو 

1 )۸ ۷۲( 2 ۸ 1 )۷( = Aw 
1 


وهدا يعني أن : (ل)٣ ٤‏ س ۸ ( Tu‏ وهر الطلوب . 


بنتج » j-‏ أن T(V)‏ فراع سعاعي جز ني من W‏ . وسمى عادة 
التطق اخطي ۲ . 
٦ - ۸‏ أمئلة : 


(۱) إن R?‏ هو خبال التطبيق ا خطي R?‏ > 22 : 1 المعطى بألحلاقة : 


T (x,,xa) — (x2, 34)‏ 
وذلك لأن ١‏ غامر » وبالتلي تكون رتبة التطبيق الخطي 1 


هي أثنان , 
(Y)‏ أن ۴ هر خال التطسق اخطي uhal! T: R? -> R‏ بالعلاقة ٠‏ 


ات 


T (xj , x) = (X, + X3) 

. هي واحد‎ T Ui! GJ às o6 dU, 
لتسكن‎ . K سُعاعين على الحقل‎ al Wo V لکن‎ ٩ - 4 
Ulis T:VoW o6). V مموعة أسْعة من‎ ۳... V 
مستقة خطا من ۷ فان‎ Wili eE TZ), Tra) دک‎ 

. “ب من ۷ مستقلة خطياً‎ EP. 
مستقة خطاً هو‎ obe e إن الشرط اللازم والكافي لتکرن‎ 
: آن تتحقق العلاقة‎ 


— — — — 
ai Vit å Vet... + 2 م‎ ۷ 0 => a =a, = ...= a, = 0 


-— 1 6 2 ,...,,ة . في الحققة استناداً إلى [ ه ٩‏ ] ند : 
120 ااه ا يفن وي ا ا 
وما أرنف ۲ تطبيق خطي فان الطرف الأبسر من العلاقة الأخيرة 
بكتب بالشكل : 
ل الا +( xT‏ 
وبما أننا فرضنا TW), T(v4)‏ متقله خطاً فان العلاقة 
الأخيرة geb‏ 0 تى ة - . . . س وج - رج وهر المطلوب . 
) إن عکس ioiii sda‏ معطى بالتمرئ Jäi‏ ° ) . 
نحن الآن في وضم يمكننا من برهان النظرية التالة : 


-Yiv- 





٩ - ۰‏ نظوية : لیکن ۷ ر ۷۷ فراغین سعاعین علی القل ع1 . 


اذا کات( چم , ...جج ) قاعدة في ۷ واذا کانت وج مجوعة 


یی یا 
و ۰ Wa‏ 


جزئة من W‏ فإنه بوجد تطبیق خطي وحید ۷۷ ج- 1:۷ حيث یکون : 


— -— 
T(E SW: , 1-21,...,n 


البرهان : لنبرهن أولاً وج ود تطبيق ie T ghe‏ العلاقات 
0l. T(e ) - wi‏ من المعروف أنه عكن كتابة كل سعاع Vot v‏ 
يشكل شرت خطي وحمد بالنسة „olal‏ فاعده V‏ أي „as n de y‏ | 
K 0 0‏ ویشکل وحند نحدث کون : 


© سو و 


T (vy) = a W, +... + 2 Wa (1)‏ 
تعرف هذه العلاقة '1 تطسقا من لا إلى QUE Vy w‏ كل عنصر 
من ۷ بعنصر وحد T)‏ من ۷۷ . ومن الوأضم أن : 
چ — 
T(e)w; , I=1,...,0‏ 
لاثات آن T‏ هدا تطبیق خطي » تأخذ الشعاع : رم و Teb et...‏ 


— جو توت‎ E 
v+u = (a, + b,)e, +... + (a, + ba) €n 


- ۳۱۳ 


تا 


pu)= (a, th) w t .. +(ag + Dg} We 


3 ) ۷ +4 


= a, WF... a, Wg + ول‎ ۲ ۰.۰ Dr Wa 


—— mede 
-T(v)rT(u) 
فان‎ XeK کان‎ hls 


— —- ۱ -> 
Av=AÃ ae, +... +A aa Ên 


وھ 


55 => : iade 
1 )۸ ۲۷ ( - ۸ 2, ۷۰.۰+ ۸ 24 Wa 


- 
We 


hod 


-— 
À (a, Wt... +a‏ = 
AT (wv)‏ = 
ویذلك نکون قد برهنا أن 7 تطسق خطي . بقي علينا أن نيرهن 
آن التطسق الخطي 1 العرف بالعلاقة )١(‏ وحيد . من أجل هذا لنفرض 


أنه Ae y‏ تطسق خطي آخر F‏ من الشکل : 
— سوت 
قحو ام بر دز 1 F(ci)-wi‏ 


ouf 


a 


vvegeV , F(v)s2F(ae *..- à, €4) 


-— ی‎ E 
=a, F ( e (۲۰۰+ و6 ) ۲ مه‎ ( 


= aW t.e t Aaa Wa ifv) 


uc 7 oum 


-l 2 a 5 — è — ۰‏ 7 
ان ری - )و میا کان من ۷ وهدا مایثبت آن 1 هو 


2 


ا نفه أي أن التطبى الخطي T‏ وحيد وهذا مابثبت صحة النظرية . 
bly‏ 0 تطمق خطي ۰ 
لكن ۷ و 18 فراغين سعاعين على الحقل التبديلي 16 و للکن التطسق 
T AR REV . ١: ۷ > ۷W‏ من W‏ التي قق و ريس 
نوأة o‏ اخطي TX E‏ لو اة هده د Ker T 4i T—!(0)‏ : 


0 جا >- ج‎ 
Ker T = {veV : T(v)=0 } 


تتمتع نواة تطبى خطي W۷‏ ج 1:۷ باخاصة التالة : 
~Y- 1i‏ نظر بة oe sy Ker T:‏ اطي T‏ فراغ سعاعي 
Vo de‏ | 
البرهان : اولا - حوي ۲ مع الثعاع ااصفري وذلك JU- o‏ 
الشعاع الصفري وفق تطبيق خطي هو الشعاع الصفري . إذن لاثيات أن 
Ker T‏ فراغ سعاعي جزني من V‏ يحب أن نتحقق من الخاصتين التاليتين : 
Ker T — v 4 v € Ker T‏ ع ا 
VÀeK oon => 1‏ 


: فان‎ Ker Tj yy إذا كان‎ 


v+v e KeT? >]‏ 
وإذا كان : 1 و و ۲ج مب فان : 
۹ 3 ۷ 

اذن . عون و وبذلك شت الطلوب . 

 - ۲‏ نظرية : لکن ۷ و ۷ فراغن di! Je sull‏ 
التبديلي ج ولنفرض أن عدد أبعاد كل من ه ذنن الفراغين الشعاعبين 
عدود . لکن ۲ تطعا خطا ل ۷ في ۷ . إن موع عدد أبعاد خبال. 
۷ ( رتبة التطبيق ) مع عدد أبعاد نواة هذا التطسق يساوي عدد أبعاد. 
لفراغ الشعاعي ۷ ( انظر التمرين [ 51١5‏ ] ) . 


ع + أمثاة : 


: فانه‎ 1:۷ — V. all » d کان 1 التطسى‎ B (*) 


چ سس 


— 
VveV , I(v)-v‏ 
إن نواة هذا التطبيق الخطي تتألف من ااشعاع الصفري فقط dUJb,‏ 
فان عدد أبعاد نواة هذا التطسق باوي الصفر . 
P‏ — — 
VveV , O(v)-0‏ 
فان هذا Gub‏ خطي وان نواته هي الفراغ الشعاء‌ي ۷ كله وبالتالي. 
فان عدد آبعاد نوا هذا التطبيق يساوي عدد أبعاد الفراغ الشعاعي ۷ . 


ج 


(۳) دا کان 82 T:R? S,‏ التطبیق الطي العرف بالعلاقة : 
T (x, y) 7» (X, x * y)‏ 
LS (xy) —‏ سعاع ما ي من 82 بالنسة لقاعدة مفروضة 
ob‏ نواة هذا التطبى تتألف من الأسْعة بي من R‏ حث يكون 
x-0 di x £yo0 5 x-0‏ 2 ١0د‏ ر وبالتالی فان نواة هعذا التطبق 
تتالف من الشعاع الصفري فقط » إذن عدد أبعاد نواة هذا التطيق 
ساوي الصفر . 

)4( لمكن ۷ الفراغ الشعاعي ابو لف من موعة التو ابع اطققة 
القابلة للاستقاق ( لماذا ؟ ) . إذا كان ۷ ج ۷ : 2 التطبيق المعرف 
بعملة الاستقاق , فان 1 تط سق خطي ( لادا ?2 ( Ker D öls‏ راء 
هذ التطبيق الخطي تتألف من جميع التوابع الثابتة . إن كل تابعين 
ثپتین من الشحكل » - 0)؟ و 8 -(80 حبث بو م 8 من 2 ومها 
كانت × من 2 » مرتبطان خطيا لأن 0- (*«)ع » - ()؟ 8 i, ol.‏ 
التوابع الثابتة تشكل فراغاً سعاعا V gs Uje‏ ذا بعد واحد وبالتالي 
فان عدد "m‏ نوا التطی اطي TE D‏ الواحد . 

6 - + تعریف : نقول عن تطبیی خطي أنه تطبيق خطي منتظم 
إذا کان la‏ وغامراً أي إذا كان تقابلا . 

٠6‏ - 5 نظربة : إذا كان ۷ د ۷۷ فراغن شعاعین على الحقل 
#لتبديلي 1 وكان لما العدد المحدود ذاته من الأبعاد فإن الشرط اللازم 
يوالكافي لكون التطبيق الخطي 107 جه 1:77 تطسقاً خطاً منتظماً هر أن 


- ۳۱۷ - 


تکون 1667 نواة التطق اخطی ١‏ مؤلفة من عنصر زحد هر الشعاع: 


ااصفر ی مین , X‏ 


Qi M 

Ker T m ^0) <= خط منتظم‎ db I T : زوم لشمرط‎ 

des‏ ص و حود dm‏ غير Aun "opui‏ صفر ي Keri ó‏ € شون 
جرج . با آن خال الشماع ثصفري وفق تطبيق خطي هو pai!‏ 


الصفري فان 
mi‏ — 
T(v)- T(0)-0‏ 


نتنتم من هذه العلاقة واستناداً نکون التطبیق الطي 1" متباینً ۷ 


e et t 4 -‏ : ۰ موس 
و وهذا مخالف لافرض . إذن : مل Ke T‏ € 


ی ۰ ees “e Pe‏ 
داه الم ط : KerT={0}‏ =< 7 تطسق منتظم 


ez n T eit ji var ۰ & . è i. 
"e alu Yi الشعاعن ۷ و ۷۲ الصندد داأثه من‎ cel jit تا ان‎ 
OE أن نيرهن أن 7 تطيق خطي متبان . أي أن نيرهن أنه إذا‎ 
حم سويت‎ 


+ لفرض أن‎ . wv > ۷ V T(vT(y) فان‎ nV 


1س )1 فنجد أن : 


(Ya 


mija — — — —- 


1 ) زو‎ - 1 )۷( ®© T(un—wv)-9 


Ker T- (0)‏ ع و۷ سب و۷ 
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T-!(1 €) = T-! (4T (v)) 

-T-—(TQv)) ) خطي‎ ST) 

2 
رت ع 

وهذا بثبت أن 1-1 تطبيق خطي . 

تراكمب المطممقات الخحطمة : 

۷ - 5 نظرية . للکن ۷ د تا و ۷۷ لائة فراغات - Je isle‏ 
القل 1 ولیکن s T‏ خطاً من ۷ إلى ل و ۴ تطبقا خطباً من 
1 إلى w‏ . إن التطبيق المر كب 01 8 هو تطسسق خطي من ۷ إلى W‏ . 

البرهان : إذا كان يردي سن ي فان : 

(Fo T) (v+w) = F(T(v4v)) 
LF(T(v)eT(v))  ) تطبیق خطي‎ T) 
- (Fo T) (v)«(FoT)(v) (ulmi E) 
: وإذا كان >1 ع ( فان‎ 


(FoT)(Av) - F(T(A v)) 


( 1 تطق خطي ) F(A TÛY))‏ - 
۲ تطبیق خطي ) A(FoT)(v)‏ - 


۳۲۰ 


. تطبيق خطي وهو المطلوب‎ Fo T o6 JU, 
R? J| R? متال : لکن ۲ و ۲ تطبقن خطن من‎ + - ۸ 
: معرفین بالشکل‎ 
T(x,y,z) - (x,z,0) 
F(x,y,z)-(x.y.9 
. 23 حيث (2,لا,*) تل مر كبات شعاع مامن‎ 
: إن التطبيق المر كب 1 م2 يعطى العلاقة‎ 
(FoT)(x,y,z) » F(T(x,y,z)- F(x.z, 0) 
- (x,z,0) 
: وإن التطبيق المر كب 7 760 يعطى بالعلاقة‎ 
(ToF) (x,y,z) -T(F(x,y,2)-T(x,y.o 
و 0 و *) سه‎ 0( 
. بأن تر كسب التطسقات غير تبديلي‎ SLL liag 
: فراغ التطبيقات الخطية‎ 


تتصف. مموعة التطسقات ihh‏ من فراغ سعاعي ٠‏ إلى فراغ سعاعي 
۷ » معرفین que de‏ 15 » يخاصة أساسة هامة هي آن ها پنبة الفراغ 
الشعاعي . وأکثر من هذا » تتصف i eyt‏ التطقات الطة مرن اخ 

ي Ero S‏ 
D] bre Ln «x V pha Jp V ge‏ إذ أنه بعرف على iE‏ 
تطیقات الخطة عحملة ضرب متأني على ذكرها بعد قلل . 


وخ ی YY-f‏ 


Hom(V,W) 2 y‏ 2,4 ة التطبسقات الحطة من الفراغ 
الشعاعي 7 إلى الفراغ الشعاعي 7 المعرفين على الحقل التديلى × ll.‏ 
کان ( ۷ , ۷ ) 130 ع ۳ ,71 فان THF gbl‏ العرف بالعلاقة : 

— — — — 
(I) (T-F)(v)- T( v) -F(v), VveV 

تطيق خطي من 7 إلى 17 وبالتالي ينتمي Hom(V,W) J‏ 3« 

إذا كان ين عب بج فان : 
— — ج ج >- >- 
(T-F)(v-v)-T(vco-v)* F(v-v)‏ 

— — سو يل‎ 
= T(v)+T(v)+F(v)+F(v) 
-T(v)«eF(v)42T(vV) 4 F(V) 
= (T + F) (Cv) + (T+ F) (v^) 

وإذا كان × e‏ ۸ فان : 

(T4F) (àv) - TA v) 4 F(A V) 
-AT(Y)-AF(v) 
-)Q TF) (v) 

ونکون قد Us y‏ أن ۲ +7 تطبيق خطي من 7 إلى ۷ . 

' وإذا كان 1 ء 2( فإنه يبرهن بسبولة أن التطبيق 21 المعرف بالعلاقة 


(I1) AQT) (vV)=AT(V) , Vvev 


- YYY = 


هو تطبيق خطي من 7 الى 18 . وبهذا تككون قد عرقنا على 
( ۲۷ , ۷ ) ۲30 » محوعء التطسقاث اطة من ۷ الى W‏ » صلة 
داخلية هي امم التي رمزا فا نحاوزاً ب + » کا ile Liy‏ خارجة هي 
الضرب بعنصر من اطقل 6 . وادا اعتسبرنا العنصر الصفري d‏ 
Hom(V. W)‏ » التطبق ااعدوم فإنه يمكن بسهولة ( أو استنادا إلى 
s ]‏ [ والتمری امحلول. [ ۱۵۷ ] ) برهان النظربة التالة 

Hom (V, W) ij! JS : & li 4 - ١‏ !933 بعمليي 
المع وااضرب بعنصر من القل × المعرفتين بالمعادتين (II) 5 (I)‏ € 
فراغاً سعاعاً على الحقل >5 » ندعوه فراغ التطببقات الخطبة . 

سن كر فيا بلي حالتين خاصتين من فراغ التطبيقات الخطية . الأولى 
V(R),R )‏ ) صوق والثانة ( ۷ , ۷ ) تم . 

ما آن e R padi ue‏ استناداً ی J‏ (۱) من [ ۵-۳ ]> 
هو الفراغ الشعاعي (۷,)۸ ذاته فإنه یکننا آن نکتب الفراغ الشعاعي 
J—355 « Hom( V(R),, R) £3 Hom ( V(R) , V,(R) )‏ 
الفراغ الشعاعي التشکل من مموعة التطبقات الخطية من الفراغ الشعاعي 
de V‏ 12 إلى الفراغ الشعاعي R۸‏ ۱ ۱ 

٩ - ۰‏ تعویف : نمي الفراغ الشعاعي Hom ( V(R), R)‏ 
الفراغ الشعاعي اموي للفراغ ۷ . ورمز عادة لهذا الفراغ ب +۷ . 

V(R) نفظربة : إذا كان عدد أبعاد الفراغ الشعاعي‎ ١ - ١ 
الفراغ الشعاعي الثنوي *۷ يساوي‎ awl ae ob n وساوي‎ lagas 
| . ) ۲۲۲ ااظر التمرن‎ ( « laf 


= YYY — 





إذا كان عدد أبعاد الفراغ الشعاعي (۷)8 باوي م فإن هناك n‏ 
سعاعاً مستقلا V(R) j^ 9,..., v,‏ تشکل فاعده شد py‏ نحا 
812( . نکن و۲ ,..., ۷۴ جل Lhes- ji^ ill‏ من *۷ > 
'الفراغ الشعاعي الثنوي ( أو المرافق ) » حست تحقی العلاقات : 

جا 1 = | 
(III) vi* (Vj) = Bij‏ 
l-0 ižj‏ 
i,j=1,..., n‏ 
إن *ره تطبيقات خطية من ل إلى 8 » آما ( رد)۷ فهو خیال 
الشعاع ر۷ من (۷)8 وفق التطبيق .v*‏ تشكل حمل الأشعة 
QI dA IT‏ استنادا إلى [ ۰-۱ ] » فاعدة فى FAA pre V*‏ 
القاعدة بالشکل ( *,ب ) ونسمپا القاعدة الثنوية أو V* ($ à. à‏ 
لقاعده ( -V å {v‏ 

. 8 نظرية : لكن 10,307 فراغين سعاعسن ع القل‎ ٦ - ٣ 
T*:W*—-V* فان التظق‎ lhe ll p:v.—-w ob إذا‎ 
. باأعلاقة‎ «2 all 

VgeW* , T*(p)-gol 

R۸ إلى‎ W تطبسقى خطي من‎ a ge Wt Le, ghe qs 

و لاوج هو GE‏ 4 5— وهو تطسق خطي هن 7 الى 1 أي عصر 


من *۷ ( انظر التمرین ۲۲ ) . 


ades 


نسمي التطبيق *7 المعرف بالنظرية السابقة منقرل التطبيق الخطي 7 

Hom(V, V) الفراغ الشعاعي‎ + 

یکن ۷ فراغا شعاعبا على الحقل التبديلي Hom(V,V)Ol. K‏ 
LEE! ou b is‏ من ۷ الى ۷ ذاته تشكل › يأ برغنا » فراغاً 
Gs.‏ على الحقل >1 . نسمي كل عنصر من الفراغ الشعاعي (۷ , Hom(V‏ 
مورا خطاً على الفراغ الشعاعي ol, V‏ دراسة المؤثرات على فراغ 
سعاءي تحتل مكنا هاما في أيحاث امبر الخطي العالة . 

إت التطسق EE‏ 7 المعرف يعملية الاستقاق المعطى بالمثال (4) 
[ ۱-۱۳ ] موثر خطي على الفراغ الشعاعي المؤلف من جموعة التوابسع 
اخققة القابل لاستقاق . بدعى هذا المثر المثر التفاضلى . 

ان تر كيب تطبقين خطين من 9 الى ۷ » لي رأينا » هو تطبيق 
خطي iss,‏ فان ملة التر کیب «ه » هذه تعرف ملية « ضرب » نرمز 
مها ب ).2 علی الفراغ الشعاعي ( ۷, ۷) 13 من الشکل : 

(IV) VF,TecHom(V,V) : F.T-FoT 

تتمتع il?‏ الضرب هده باخواص التالة : 

٩ - ۳‏ ملية iit oua‏ مجميعية وذلك لكون مملية ترحكيب 
28 [ ۱-۱۸ ] . 


4؟  ٩‏ ادا كان 1 مؤثرا خطاً على 7 فيرمز عادة ب : 
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2*2 و ۲.1۲ . ]۲2۰7 وفکذا. م برمز أيضاً ب 0-1 
ode‏ الطابق والذي ندعوه الوّثو اطبادي » ویکون : 
vTeHom(V,V) : T'.T-T.T^-T‏ 
6۵ - 5 مها كانت Q6 Hom (V, V) (^ T2, T,, F‏ : 
ET TIS TERT‏ 
(T,+T).F=T,.F+T,.F‏ 
أي أن مملية الضرب المعرفة آنفآ توزيعية بالنسبة لعملية المع المعرفة 
على جموعة التطبقات » لانه مها کان الشعاع من ۷ فان : 


چس 
y‏ 


(F. (T, +T,)) (V) =F((T1+Ta) (v)) 


— 


-F (T, (v) +T,(¥)) 


(۴تطبیق خطي) ( ( )ے٣‏ )۴ +( ( )۴)۲ - 


چ 


-(F.T) (v) € (F. T) (¥) 


(F.T, +F. T,) (7)‏ = 
ومله : 
F.(T, 4 T)  F. T, - F.T,‏ 
و حصل بصورة مشابهة » على العلاقة الثانة . 
5 -5 هها كان ( من ke K‏ کان ۲ ,7 من ( ۷ , ٠/‏ ) مم11 


5 


àÀ(F.T)-(AF).T-F.(2 T) 
: لانه میا کان الشعاع من ۷ فان‎ 
(AC. T)) (v) - AC (T(V)) 


-= (À F) (T (7)) = ( (À F) . T) (7) 
-F(T() ) تطبیق خعي‎ ۲ ( 


-(F.(ÀT)) (v) 
. ومنه نحد العلاقة المطلوبة‎ 


PIT * 
® 


ستنتح ما سق مالي : 

(۱) آن اخواص [ ۲۳ » :۲ » ۲۵ - ٩‏ ] تعرف الفراغ الشعاعي 
( ۷ , ۷ ) م3 كحلقة واحدية ( ذات عنصر حادي ) . ییا اخاصة 
[ ۱-۲۰ ] تحعل من ( ۷ , ۷ ) ص10 فراغاً سعاعا بالاضافة الى كونه 
حلقة .نسمي Hom(V, V)‏ الزود چذه العملمات UK el de oe‏ 

o] (v)‏ جموعة المؤثرات الخطبة المنتظمة على الفراغ الشعاعي أي 
جموعة التطبيقات الخطية المنتظءة من 7 على 7 ذاته » تشجكل فراغاً 
Uje bL‏ من ( ۷ , ۷ ) صم ( لاذا ؟ ) . أضف الى ذلك أن 


« » » نقول عن حلقه 5 أنها تشكل حبرا على الحقل × إذا كانت S‏ 
Jah Je Leli bl‏ 16 وکان : 


vu,veS , VÀeK , à(uv)=(Àu)v=u(àÀv) 


YYY =‏ سس 


هذه المحموعة التی آنشئت علها vp ri.‏ المعرفة بالعلاقة ( 1۷ ) تشكل 
زمرة غير تبديلمة في الخالة العامة وأن المنمر النظير لكل مؤثر خطي 
منتظم 7 هو المؤثر الخطي المعا كس 7-1 , 


~~ FTA” 


J AS r 


Q (v... v) o : Qui E ۱۹۹‏ قاعدة فيالفر اغالشعاعي 
7 المعرف على vek vt... tkv o . 1 JE‏ سعاعاً ما من 
V‏ € حث 15 ء وا , ...ريط ولنعرف التطسق T:V—- K*‏ 
بالشکل : 
er‏ وكا TO‏ 
حبث “× الفراغ الشعاعي (&),۷ . برهن آن ۲ تطيق خطي 
الل : لنتحقق من شرطي التطبيق الخطي . إِذا كان : 
v a kossi EK‏ ی جات 
b‏ : 
v +v = (k, +k’) v, +... + (Ka + Ka’) v,‏ 
وبالتای : 
T(vrv)-(k*-k/,..., koc k,")‏ 
-(k,...,k,) t (k/,...; k,")‏ 


-T(v)«-TF(v) 





)١(‏ نذكر القارىء با آوردفاه سابقاً من آثنا سنرمز للاشعة بأحری 
لانینیة ولمقادير السلنية باحرف بوونية لذا سمل ني هذه الارين الأسبم من 
فوق الأحرف الدالة على أشعة . 


-YY4- 





. أي الشرط الأول محقق‎ 
: ومن أحل ء ١م فان‎ 
A v=À (kv, +... +k, Va) =À (k, i) t... c À(k, v.) 7 


= ( (À k) v, +... (À Ka) Va) 


T(Av)- (Ak... ÀE ( 

Eb nsi 

= À T (7) 

اي الشرط الثاني محقق وهو الطلوب . 
۰ - لکن ۷ و ۷ فراغن شعاعین gi de‏ 16 ولکن 
W‏ جه Uo T: V‏ خطيأ . برهن أن خیال iks p idl ipt‏ خط 

من ۷ هو جموعة أسْعة مرتبطة من /لآ . 
الل : إذا كانت ,با,... ,7 موعة أسْعة مرتبطة خطاً من ۷ 

شوحد وح ر ...و2 من 16 لست هعپا معدومة حث بکون : 


a, V, Tt... cra, V, —0 


1 وه + ...+۲ رج)‎ V) = T (0) =0 
: فان‎ quie G5 T وما أن‎ 


a, 1 )۷( +... وه‎ T (va) =0 


- - 


وهدا يعني أن (.”) 1 ,..., (0) 1 ممرعة ill‏ مرتبطة 
Us‏ ۷۷ . 

۱ لکن W‏ ج ۲:۷ تطتقاً خطاً . إذا كان alal sas‏ 
الفراغ العاعي ۷ هو د فرهن آن عتدد آبعاد (1)۷ هو أصغر أو 
ساوي م . | 

الحل : لتكن ىم , ... ,رت T(V) ò nli,‏ € بوحد جموعة 
isl‏ م2 ...و2 من ۷ حث نکون : 


191,.,.,m 


T(a)2w , 

إذا كان عدد أبعاد ST TOV)‏ من n‏ فبسكن اختار م أ كبر من 
ه بحيث تکرن جموعة الأسْعة .ى” , ...رب dino‏ خطاً . عندها نحد 
استنادأ الى الخاصة [ م م] من خواص التطبيق الخطي أن برد ر ...برد 
gu des. Uas ji‏ آن عدد آیعاد ۷ اكبر من و وهذا محخالف 
لفرص . Ub,‏ يحب أن تكون « > "ص وهو المطاوب . 

OR GS X0 Lol aL a o ملاحظة : نستنتج‎ 
الفراع الشعاعي‎ "m على الأكثر عدد‎ T:V—W 

۲۳ - لیکن ۸ شعاعاً مفروضاً من ۸١‏ . نعرف التطسق 
8 جم 23 : 1 بالعلاقة : 

T()e«v.A — (VveR) 

حيث . تدل على جملة الضرب الداخلى ( العددي ) للشعاعن بو ۸ 

برهن آن ۲ تطبيق خطي . 
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ال : إذا v, ve RR? o&‏ 00 : 
T(vev)- (v4 v).A‏ 
( حسب خواص الداء الداخلى ) =v. AVLA‏ 
T (v) * T (v)‏ - 
وكذلك إذا کان ۸ > » فان : 
T (av) =(av). A‏ 
( حسب خواص الداء الداخلي ) uA‏ 
-al(v)‏ 
وبالتای فان 1 خطي . 
۳ - لکن الفراغ الثعاعي ۷ على الحقل 1 اذا كن ,ع 
تطسقين خطين 8 ج77 :ع ,+ فبرهن أن التطبيق 82 ج 8 : 2 العطی 
بالعلاقة GS 9 F(v)-(f() , gi), VveV‏ خطي . 
اطل : مپا کان ۷ ع ۷ و ۷ فلدینا . 
F (v *v)-2(f(vo- v) , g(v v))‏ 
( ۴ , چ تطببقان خطان ) -(f()*f(v), g()*g(v))‏ 
( جمع 3 ( -(f() , g())-* (F() , g(v))‏ 
F (v) + F (v)‏ = 


و كذلك مھا کان aq € R‏ وان ٠:‏ 


F (a v)=(f (av) , g(a v)) 


5 - 


= (a f(v), a g (v) ) ) خطان‎ po b g,f ) 
= æ (f(v), g (v) ) ) ضرب سعاع بعدد‎ ( 
= g F (v) 

c» Al! e. ei. ,‏ ۰ 
-v.$‏ لکن V‏ الفراغ الشعاعي المتشكل من ice VÉ‏ التوابع 
الحقبقية القابة للاستقاق . إذا كان 1 ااوثر التفاضلى على ۷ و 1 التطبيق 
المطابق على 0 ف يرهن أن التطبيق /ا ج78 : 1 - 1-12 هو تطبيق 

. خطي ۲ أوحد نو اج ورته هد ا (تطسق‎ 
: Am a,ueV às خطي‎ 1 ol الحل : لاشات‎ 
T (a +u) = (D - I) (a + u) 
=D (a+ u) — I (a + u) ) حسب تعربف مموع تابعن‎ ( 
= D (a) + D (u) — I (a) — I (u) ) حسب خواص مشتق تارعين‎ ( 
= [D (a) - I (a) ] + {D (u) - جمع التوابع تبديلية وتجميعية) [ (د)1‎ ide ) 
= T (a)+ T (u) | 
: ربصورة مشاءبة نحد أنه إذا كان ۸ » بو فان‎ 
T (a a) - « T (a) 
. خطي وهو المطلوب‎ 7 ole! o6 QU, 
: أن نواة هدا لتطصق‎ 
Ker T-(feV : T(f)2-6O]) 


(D—1)(f)4-O جه‎ Df—If-O 


"pe 





=> Df-If-O-f-O-f 
: هر من الشکل‎ Df «f با صلة‎ | i La ul وحل المعادلة‎ 
f (x)= e +À 

حیث ۸ ثبت اختاري . 

J^‏ جمرعة هذه التوابع نواة التطبيق الخطي 1 » وهي فراع 
شعاعي dje‏ من ۷ ذو بعد يساوي 1 . رتبة التطبيتق الخطي 7 إذن 

. R? Ó "WU السعاعن ,€ , ,€ بشکلان‎ ol ve pÀ a ؟‎ ٠86 
أن يحكرن‎ ul برهن أنه‎ . (be تطسقاً‎ T : R? — R° ولکن‎ 
يساوي‎ 1)82( sb! مستقلن خطاً آو آن یکون عدد‎ T(e,) , The) 
. الوا آو الصفر‎ 

الل : إن الشعاعن Che QAI A ee.‏ لوا بشکلان FETU‏ 
Ó‏ 2 . فلدينا إحدى الحالات الثلاث التالية : 

T(e) » T(e) - ۱‏ مستقلان خطاً وبالتالی بولدان 108 لأت > 
حسب التمرین [۲۰۱] » sae‏ أبعاد TR?)‏ يساوي 2 على الأكثر » وفي 
هذه الالة يساوي اثنين . 

OU » T(e) 5 T(e) - v‏ خطياأ » عندها يرجد عدد 0 يج( يحيث 
یکرن Ba olus 23 veR' OB 131. T(e) - A T(e)‏ 
مت کون V= qeı + Be:‏ ; وهنله : | 


T (v) - T (aq e, + D es) 


- ۳۳۸ - 


T(v)= a T (e,) +B T (e,) ) تطبيق خطي‎ ۲ ( 
- (a BÀ) T (e) 

أي آن کل سعاع من S YK: TR?)‏ بدلالة الشعاع )7 > 
Feby‏ فان عدد أبعاد (1)82 :يساوي الواحد . 

1)82( ساويان سعاع الصفر . إن کل سّعاع من‎ T(e) , Tie) - v 
. هو الشعاع الصفر وبالتالی فان (0) - (1)82 وعدد أبعاده بساوي الصفر‎ 

۹ - ( عکس اخاصة )٩-٩‏ . 

لیکن ۷ و ۷۷ فراغين سُعاعين على الحقل >2 ولیکن ۷ ج 1:۷ 
تطسقاً خطا نواته (0) . إذا كانت رب ,... ,س موعة أسْعة مستقلة 
lae‏ من Tiv), Tva) 206 V‏ مرعة Che aia i|‏ 
من 1۷ . 

الل : Uu‏ کان T‏ تطسقاً خطاً فان : 

a, T(v) &...* a, T(v,)) - T(a, v... aq, V.) 

: فاث‎ QU, 
a, T(vj) *...t a, T(v,) -0 => T (av +... + a, V.) > 0 
> «gı V+... + qa va =0 (KerT-(0) oJ) 

= g=... =A, =O 

لأن الأشعة ره ,... ,رب مستقة خطاً . وهو المطلوب . 

۷ - الدوران نی الستوري هو تطبيق خطي لمجموعة نقاط الستوي 
على نفسه . 


- ۳۳۵ - 





( باختار و مدا الاحدائات ی المستوي مكن تشل كل نقطة 8 من 
هذا المتوي بشعاع طانق oP‏ ( 

لفل : سکن oy, Ox‏ ورن متعامدن في المستوي 2 ولکن 
cb (i1,j)‏ طسعة ( قانونة ) فى م . T BJ X‏ 
هو الدوران بمقدار زأوية ثبتة ن حول النقطة ه ون برهن أن T‏ 
تطبق خطي . يكن أن يشل الشعاع ۲١ب‏ باحداثي النقطة 
P=(x,y)‏ . 

اذا كانت رب »ده الل الجديدة الناتحة عن x y 3E! olsy‏ ه فان 
وضع ۳ بالنسة للحملة الحديدة مسابه لوضع ۴ بالنة للحملة القدية 
Ula ce (x',y) 5 (x, yy) 2 052 hb‏ ۳ بالنسة للحملتن 


: والقدعة علی الترتت فان‎ saat! 


oP’ = x رد‎ + yy Jı : Aag 


—-Xx1-yJ 


X/5Xcosq — y sin q 
y —xsSsin q + y Cos q 
. تطبيق خطي . وهو المطلوب‎ 1 ol a£ [3-1] وحسب‎ 
لقاط المستوي في‎ ghe التحا ی في الستوي هو نطسق‎ - ۲۰۸ 
الستوي نفسه‎ 


E 


الحل : نقول ان النقطة "8 تحاكي النقطة « بتحاك مركزه ه 
es‏ ( إذا تحقق الشرط : 


— چ‎ 
oP’ = À oP 
.دا تحت وا‎ di 
فان‎ = oP’ = (x,y), v-oP-(x, y) À إذا‎ 


x -Àx , Y-AÀY 
. وبالتالي فان التطبيق ”س ی 9 .0 هو تطبيق خطي‎ 
T: Vo yeb ny ob ( - -1 حالة خاصة : إذا كان‎ 
. يمثل تطبيق التناظر بالنسبة ل ه وهو تطبيق خطي‎ 
: دا کان ۲ و ۲ مؤثرين خطبين على 22 معرفين بالشكل‎ - ۲ ۰ 
T(x,y)-(y,x) , F(x,y)-(0o. x) 
T—F, T? , FP? , FoT , ToF : b 
: ال : حسب التعریف لدينا‎ 
(ToF) (x, y) - T(F(x,y)) 
۱ - T(0,x) - (x, 0( 
(FoT) (x,y) = F(y, x) = (0, y) 
F? (x,y) = F (F (x, y)) =F (0, x)= (0,0) 
) التطق المعدوم‎ ( ۲220 o»! 
T? (x, y) - T(T (x, y)) - T(y,x) - 6, y) 
( إذن 12-1 ( التطبيق المطايق‎ 


۲ ۲ م ب‎ ` -YTN- 


(T — F) (x , y) = T (x , y) — F (x, y) 
= (y, x) -— (0 , x) = (y, o0) 
م ۷ - لکن 83 جه 1:14 و 83 جح 13 : 7 تطبيقين خطين‎ 
: معرفین بالشکل‎ 
T(x,y,z,w)-(x—y,ztw,x—y-az) 
F(x,y,z)-(0,X y , x y oz) 
. ۲ رتة وصفرية كل من ۲" و‎ ١ : والطاوب إيحاد‎ 
و رد‎ 0] ey 
. 12 رنه وصفریة‎ - ۳ 
ال : + - ن نواة التطنق اخطي ۲ هي‎ 
Ker T -f(x,y,z,w)eh*: T(x,y,z,w)-9) 
-((x,y,z,w)e Ré :x-y-o0,z*w^0,x-vtzr-0) 


i 
t 


ut 1 ۳ جوم‎ x t es 
CoYllalb ker ] QAO أن‎ 


t 

د 
- 
^ 

"E 
< 

5 
cx 


xy m0 , 

+ 
TOE OS Sg lg U aea ORE O18 
NSE BG GT OT OSS pg E E et 


u * اب‎ o $ i T 4 i 1 : ۳۹ * ^u t 78 3 à a 5 t - ۱ * 
0 (< IYA yi, lj t A LI d eut ۱ 2 de أشي‎ Aidaa Aini شاه كه‎ 
:م‎ frs s 3 د‎ e. w مم‎ me d 


h- us A 
; š x 
ils 5 n A ssi M i 2! 
3e snl ES s foyr ا اح 2 وا الى الأب‎ : 3 5 
Eurfe fft... ST aT 
` s PI s 3 4 r 5 
3 3 Wo? i 
PW j پا اح و‎ 7 Y 0 X^ un. 0 كيه‎ un Eum "s ۲ 
LP y * Z! LA d M. S | ME M » ره‎ fi i 


: تتعن ۲ 107 العادلات‎ Nt. 
X-c-y-0, Z^0 
دا بعد واحد . اذن صفرية.‎ ۸١ من‎ U» Lela وهي تئل فراغاً‎ 
. oo الو اعد ورتيته تساوي‎ dae F 
FoT(x,y,z)-F(x—y,z*w,x-y-2) - Y 
-(0,x—y-coztw,2x—2y-t2z-«W) 
F? (x,y,z) = FoF (x,y,z) = F(O,x+y, x+y +7) 
= (0, X+YyY,2X+2y+Z2Z) 
Ker F? = { (x,y, z)e R? : F (x,y,z)=0} -=Y 
= {{(x,y,z)eR?:x+y=0,2x+2y+z2z=0)} 
ادن‌تتعین ۴۶ ع بالمعادلات 0= 2 , 0= ر + »× وهي تئل فراغ] شعاعا‎ 


L ze-‏ دا I An‏ 1 ادن صقر به f?‏ دساو ی الو امد ور دنه اوی این 
١١‏ ۲ 5 لمكن ll. R d R Q9 5A ot cil BV‏ 


€ pc 3 : el ~p 2 L7 


X 
yfev, yx,teR, (Tf) (0) = j| f()dt: 
e 
E A til nuu] V عل‎ ame 249 d ln 
5 T4 wes y 2 ks کر‎ 2 ut X a X Vet 
èt prati si ۳ * ۳ رد‎ iT 
+ 5 ^ 2 با‎ 3 k P" 5 j ; 5 دق و‎ e d i 5 1 ۷: شنت‎ ud Y QU i 
t 5 oett = aa F 
EELA y a l Sen V wA 8 A P : p 
ie 5 5 55 ره‎ 


wa 
Y 


E 
QI 


x 
(T «g)6) - J + ۰ 
0 


f ea:‏ جهن 
0 0 


= (T £) (x) + (T g) (x) 
= (Tf + Tg) (x) 


ع ۲ + ۲ - T(f+g)‏ 
AWIS‏ ادا كان 15 ء ( فان . 


(Ta£)6) 2 | a0 (dt 
0 


| 


\ f(D aer = ATH 
0 
e CA g 
T(A£) - AC f£) 
PE "e مابئبت أن‎ iiag 
. 3 Le )cK 2 P TJ Lal "E dd ul ve V 


go |‏ ها 


70-0 وتسمى (١‏ القمة الذاتة المرافقة » برهن آن مموعة الاسعة 
v, c zi‏ 6 بالنة ل ۲ والوافقة للقمة الذاتة ۸ تشحكل lp‏ 
Lela‏ جز ذا من ۷ » نسمه الفراغ ) PATI i3 ( 35H‏ 
2l‏ الذاتة ( . 
الحل : للبرهان على أن ,7 تشكل فراغاً شماعناً حزئاً من ۷ 
بكفي أن نتحقق ٠‏ من الشرطين التالين : 
م ۷ و۷ + ۷ << م ۷ 6 ۷ ,۷ ۷ 
VveV, , keK => kveV,‏ 
ان ga V, ò v 2 v,‏ أن : 
T(v)-À‏ , ۲۰ > (۷) 1 
و مه : 
( ۲ تطبيق خطي ) T (vı + vq) = T (v,) + T (vs)‏ 
À vi +À V‏ = 
À (V; +V)‏ = 


è HAWS V, t va € V, و هد ! بعي أن‎ 


T(kv) - kT (v) ) تطبيق خطي‎ ۲ ( 
= kàv =À (kv) ) حملية الحداء في >1 تبديلية‎ ( 


و م4 kvec V,‏ وبدلكت c» Abl F.‏ . 
۳ ۲ . لکن ۲ مؤثراً خطيا على الفراغ الشعاعي ۷ ولتکن 


=- ۳ = 


او داتية بالنسبة 1 على الترتسب مم القم الذاتية 
Arse es Àm‏ ) انظر rv a‏ ( 
إذا كان : 
0 ...و1 [.,1 , إلى ۸ ج ز1 


فان s.‏ ا ac ian ås f‏ مقي خطا 


الل : نتبع هنا طريقة البرهان hl. e-l t‏ کان 1= م فان 
ol us ve V‏ مع ره بالتعریف فان رب مستقل خطاً . آما [ذا کان 
2 - م فإننا نفرض العلاقة . 
aj,a, € K‏ و a, Vy t àp Va — Û‏ )1( 
X2) PME due us B] sa mart LÀ n‏ 
فتحصل على : 
a A, vı + a, A, Y2 = 0‏ )11( 
وإذا أخذنا التطبيق 1 على طرفي العلاقة 1١‏ ) فتحصل على : 
0 ع )0( T (a; v, + az Va) = T‏ 
وما أن T‏ خطي فنجد : 


aj T (v) c a, T (v,) = 0 
; QUU, 
(H1) e À: vı ta? À? V. 7 


© 


a£ )111( ومن العلاقتين (11) و‎ 
و4‎ (À: d ài) V2 = 0 


- YiY- 


با أف وعدي» بالتعريف و هو( - و( فان ۵ - رد وبالرحرع 
ل (1) m.‏ 870 


۱ بصرر: مشاپة نقم الرمان من أجل 2 < صم ) . 
I (v= TI (x,y) -(x—-2y,—x-y)‏ 


R? e b gh ve(x;y) حيث‎ 


. آوجد الاسْعة الذاتية والقم 
الذاتة الرافتة بالنسة د ۲ . 


الحل : اذأ v-(x,y) dl pi Aue,‏ النسة لد 1 ورافق 


Ày= —x+y‏ , لس و دام 


ومته حصل ge‏ العادتن : 


| (À—1)x-^2y-05 


(*) + 
| x+@A— Dy =0 


وبا أن 0ع( ر ,»)ب فإنه يجب أن يحكون معين الأمثال à‏ 
À c1 2‏ 
À — t‏ 1 


, + 1 عدوم 


= (A-1)? — 20 





مر --1 عدوم 


-Yt ¬ 


إذا عرضنا إل - لخ في المعادلتين (ج) فنحد الفراغ الذاني : 
V={(x,y)eR? : x+Vay=0}‏ 
الراتق القئهة الذاتة ,ل . 
وادا عرضنا و2 - ۸ Ó‏ المعادتن (x)‏ نحد الفراغ الذاني : 
Va={ (x,yJeR? : x—Vay=0}‏ 
الراتق لقمة الذاتة OA‏ 
"S - ۳ ۱۵‏ ۷ فراغاً UU‏ على الحقل >7 عدد أيعادة محدود 
ولڪن ۲ و ۴ تطتن خطن من d! V‏ ۷ نقسه مت یکون 
۲ ۲۵ - 015 . اذا كان + سْعاعاً ذاتاً ل 1 مرافقاً لقمة الذاتة 
( فبرهن أل (80 شُعاع ذاتي د 1 مرافق لقمة الذاتن ۸ 
شرط 200022460 . 
JH‏ : ان فرض + سُعاعاً ذاتاً ل7 مرافقاً للقمة الذاتنة [ 
يعني أن 
T(vy)-22v‏ 
وباخذ التطبیق F‏ على الطرفين نجد أن : 
F (T (v) ) = F (À v)‏ 
( ۶ حملي ) FoT(v) = ÀF (v)‏ 
a£ FoT-ToF IJ (5;‏ |0 : 


ToF (v) = T(F()) - ÀF (v) 


-Pl س‎ 


۸ ذاني ل ۲ مرافق لقمة الذاتسة‎ elad F(v) أن‎ ge Ma, 
. وهو المطلوب‎ 

5 - لين 7 د 10 فراغين سُعاعبين على الحقل >5 . وليكن 
W‏ > ۷ : ۲ تطبقاً خدلاً , اذا کان مرو ,ص عد آبعاد ۷ , 150777 
cà de T(V) ;‏ فبرهن أن : nepsq‏ . 

ال : لکن وت ,...,,» قاعدة à‏ ۲ . ولکن 
T(w)- w,2i-1,..., p: Osa c£ V Qo il Vis 62: Vp‏ 
oO‏ بت , .۰ .., ره قاعدة في 1 مم12 . اذا برهنا أن مرعة الأسعة 
(وتا ,۰۰.۰ ,تا د ول wla (v...‏ قاعدة في ۷ فإننا تكون قد برهنا 
أن و +و دی . 

في الققة اذا کان ب سعاعاً من ۷ EK doy db‏ مه ...ود 
c‏ کون : 


1 


T (v) =aı W, +... + ap Wp 
=a, 1 )۷۱( +... + (و ۷) 1 و2‎ 
- T(a, V, +... + ap Vp) ) تطق خطي‎ T ) 
: وهله‎ 
T(v) —T(a, v, t... a, Vp) 7-0 


T(v—4à,v,—...—a, vy) - 09 (quim o5 TJ 


oM. Ker T dl ai v- (ay, +.. tap) Ob Jos, 
: ع تا ,... وتا حث بکون‎ 5 y 


-Yge ~ 


y — (a, Vy t... + ap Vp) = Dy U, +... + Dg Tq 
: وهنه‎ 
يج ع ان‎ Vy +... + ap ولا رت + و۲‎ ۲ ۰.۰ Dg Uq 
وهذا يعني أن كل شماع » من 7 يمكن كتابته بعبارة خطة‎ 
و و نی داي برهن أنما قاعدة ۷ بقي أن‎ MEA in: Ji 
: نتحقق من كونها مستقة خطاً . من أحل ذلك لافرض أن‎ 
( 9* ) a Vit... +a YV, +D u t... Doug =Ò 
: فادا طبقنا 1 على طرفي هذه الملاقة مع ملاحظة أرك‎ 
: A£ ۲ uy ): 8  1- ...و1‎ 0 
Ge) a, T(vj) +... + (و۷) 1 و2‎ =0 
خط أ لذلك فالعلاقة‎ dia T(w),.... Tv.) ولدنا الفرص‎ 
: تفبد بأن 0- ره . . . - يه وبالتالی تصم العلاقة (ج) بالشکل‎ ) * * ( 


(kkk ) bı u, +... + bq Uq =0 


Ker T (3 248 لکوها تشکل‎ hÈ Jia Upo ooe, Ug 2 وما‎ 

فالعلاقة ( ٭ » × ) تفضد بأن 0- وط... حرط . إذن العلاقة (x)‏ 
a= m= ap =b m... -b, 0 D ui d^‏ وبال الي NIU‏ 
Ua ias JI‏ ...ورم مستقة خطاً وهو المطلوب . 


P 1 3 


ملاحظة : بفد الل السايق QU‏ الفراغ الشعاعي ۷ قد جزىء الى 


فراغين جزئسين . الأول U‏ بتولد بالأسّْعة وب ,... ,ر والثافي Kec T‏ 


ب 


eem يمكن‎ ٠7 پا ,..., إن . وأن کل سعاع من‎ Rune dus 
نقول في هذه الال‎ . KerT لمجموع مُعاعين الأول من 17 والثافي من‎ 
ذلك بالشكل‎ s Ke T, UI phd Za » VÀ 
. دوماً‎ U n KerT= {0} 0| h-Y V-U j Rer T 

Ker T= (0) 8j Lee تطبقاً‎ ۲:۷ + W لکن‎ - ¥ 
„ T(V) = W أبعاد ۷ فبرهن أن‎ sae أ بعاد ۷ ساوي‎ sas Q5 ls) 

Kei T= {0} Les. W o dje فراغ‎ s T(V) أن‎ : Ji 
ساوی حسب التمرئ ۹ عدد أبعاد 7 وبالتالى‎ T(V) فان عدد أبعاد‎ 
, الفراغ ۷ فسه‎ s T(V) وهدأ بعني آن‎ W slal بساوي عدد‎ 

T:V— V os K Je! de لکن ۷ فراغاً اعا‎ - ۸ 
T(V)- U o6 معحقتأ للعلاقة < ۰1 1 - ۲4 . إذا‎ Uas تطسقا‎ 
OVeUSW o! qe9 Ka T-2W 5 

اطل : عکن cali oar‏ باتباع ااطربقة اي برهن فا التمرن ۲۱٩‏ 
ونترك ذلك القارىء . وسنتبع الطريقة التالية : يمكن أن تكتب أي 
ao eh‏ من 07 الشكل : mll ol. a=a- T(a)+T(a)‏ 
di qe a- T(a)‏ ۷ وذاك oJ‏ : 

T(a— T(2)- T(a) - To T (3) - T (a) — T (a) - 0 

. Te V oJ ds; 

ul‏ القسم JF ue se T (a)‏ نا . ولتم الطلوب محب آن نشت 
أن الدفر هو الشعاع الوحيد المثترك بين لا و W‏ . من أجل هذا 


- ۳۸۷ - 


تفرص أن وعدن qe‏ الى [1 0 ۷۷ . إذا كان نا ء ده فانه بوحد 
عنصر 2 مز ا من الشكل د - () 7 وإذا کان T(u)-00b ue W‏ 
وممه : 
ToT(a)-T(u) - 9‏ 
وحسب الفرص : 
ToT(a-T(a-u-o0‏ 
وهذا مخالف للفرض أي )0( .V=U } W ob JUS, Wn U-‏ 
61 - لکن ۷ < 1:۷ ,۴ تطیتین خطین عققن العلاقات 
LOU‏ ; 
1 (التطبيق الطابق ) 7-1 + . 
ب - ( التطبيق المعدوم ) FoT-ToF-9‏ 
برهن أن : Ker F =T (V) s KerT =F (V)‏ 
JM‏ : رھان c a 0! c£ Ker T2 KV) ol Je‏ 
a asy ób u e F(V) 05. Ill . Ker TC F(V) » F(V) € KerT‏ 
من ۷ محقق العلاقة ب - (1)2 . باستخدام العلاقة ب لنحد : 
ToF (a) = T (u) = 0‏ 
اي (V) C Ker T : ob Jv, ue Ker T ol‏ 
لنفرض الان أن 5 gio ue Ker‏ عن ذلك آن : 20 T(u)‏ 
وباستخدام العلاقة (1) تحد أن : 


I (u) = u = F (u) +T (u) = F (u) 


-YÀA- 


أي أن (۴)۷ u e‏ واالتالی فان (8)90 جح 7 مم1 ويذلك نكون قد 
برهنا آن (۳)۷ - 7 1667 . وبه‌ورة مشاة تعرهن العلاقة (۳0۷ - 162 . 
۰ - زذا کان التطببی اخطي ۷ ح ۷ : ۲ lie‏ للعلافة 
(P? = PoP), P—P+I=0‏ 
فبرهن آن التطبق الما کس ۱ موحود وساوي 1-۴ , 
الخحل : SUM‏ أن ! 2 هوحود علمنا أن نشت أن cU P‏ وغامر 
أي منتظم aa! d.‏ 


a Æ a, = P(a) Æ P(a,)‏ : 7 ء وه , بج 


: oy 
F(a,) = P(a,) = P? (a,) = P? (as) 
و مه‎ 
(P2? — P)(a,) - (P? — F) (a) 
p 


(P? — P) (a4 — a4) =‏ 
وما آن 0 عم وه - ,2 ^« سعاع ما من ۷ فان العلاقة الأخيرة d^»‏ 
ل ان 2-8-0 التطبيق المعدوم وه_ذا مخالف الفرض حت : 
P2 -P= ~1‏ . ولک رهن على أنه غامر يحب آن نيرهن : 
vaeV,dJueV:P(u)-a‏ 
مها 06 a‏ ^( ۷ فان : (2) 1 ع a‏ 


- (P — P?) (a) ) حسب الفرص‎ ( 


- ۳4 - 


- Po(I-— P) (a) 

= P (u) 

حسٹ رمزتا ب u-(I-P)(a)‏ . 
وتكون بذلك قد برهنا أرف كل 
من ۷ آي آن التطق الفروض غامر وقد يرهنا سابقأ أنه op GU.‏ 


ع ه من ۷ خال لشعاع u‏ 


فابل للعکس أى p-!‏ مر حود , 
ينتج من الفرص 


I = P— P? = Po(l-—- P) 


و کدك ؛ 


(I—P)oP-P.-P2?-] 
وتفد هذه العلاقات بأن التطسق 1-8 هر التطيق 6 1-م و‎ 
لمعا كس التطسق‎ 


١‏ ؟؟ 


1 fv Nue UA Vae. 
A)=8 + دی‎ goyî Ker A = Ker B =0 


باس ول | اف ا . 
مضسقان اخطان B:V-—V‏ وك . برهن أن 


Ker (Boe 


1 I 
۱ A) 5) تاد‎ ü dss ker ( B C AJl Laziale م‎ b لنفر ص‎ ۷ au 


Ker B id! uen Ab) عني أن‎ Aia s (Bo AY) ده‎ B(A (b) j ولكن وه‎ 


i : cn A Sl : di ا‎ a K | 
5 i 5غ‎ nu exi 2 ۰ £X (Qi om 9 (uu AS Wo cem ۱ ~A 


۱ 1 
۱ s ds : EET -£ Kas ۸ À | 
۳۹ AZ ( L O A ) Ex íj 2 3 ! D - ü Qr. 3 RC 2 


n lal هو‎ V* alas) رف د‎ d, برشن‎ 

الخل : لیکن ( یه ,...,») فاعدة في 9 . إن النظرية [ 7 +] 
oU ai‏ أي o»‏ خطي من ۷ الى K‏ بشعين معرفة غال أسّعة فاعدج 
في ۷ وف هذا التطسق . لنعرف التطبقات الخطة f,‏ ., ع من تر 
الى K.‏ بالعلاقات 


Gl Lay ia‏ ی فاعدة نی *۷ فکون ندلك قود 
E ras‏ 01 . | 
برهنا أن aias sas‏ *۷ هر n‏ € ععدد zacal inel‏ » من أجل دلگ 
Mi ms‏ | 
نت أن برهن اولا آن م۶ ,...,ع مستقل خطاً آی آن 


afi +... +a f = 0 حچت‎ imeri ma bP 


۰ » 
i ! - هدا باس ياد وة الا‎ 
9 ei Qe! p^ arip Paca taa I. شم التطسق‎ j er 3 


t : 00, t4 
n | 4 Q^ 1 MT 
fa Gt.. t a fa) (a) = o(a) = 0 
; j 2 xl e j بر يه‎ 
f i تعر لالب‎ T اجه ا‎ Ly ena 


uu‏ علنا أن برهن أن ,4 ,..., 5 تولد الفراغ الشعاعي ۷۶ آي 
أن كل عنصر F‏ من *لا يكن كتابته بعبارة خطية في مر ... ,8 . 

آقول أنه إذا o6 F(q) -b, ob‏ م4 رط +... + 4 رط - 18 
وذلك لأن قيمة التطبيق في الطرف الأيسر من أجل ,ء هي 
= (ن) ) (b fis... b, f,‏ وهي نفسها FRE‏ من أجل ise‏ 
تتغبير من 1 الى م . أي أن قبمة التطبيقين متساوية من أجل et‏ 
سّعة القاعدة ,ع ,..., ,ع وبالتالي من أجل جمبع عناصر الفراغ الشعاعي 
۷ ( لاذا ؟ ) . وبالتالي فپا متساوبان . پذا نکون فد برهنا ات 
fa‏ ,۰.. ,6 تشکل قاعدة فی +۷ والتالی فعدد آبعاد *لا يساوي م . 

ملا حظة : بطلق عادة على القاعدة م4 ,....5 في *۷ والمعرفة في 
التمرين السابق إمم القاعدة الثنوية للقاعدة مه ,... ,ی في ۷ .و کثبرا 
من الأحمان برمز فده القاعدة الثنوبة برمز قاعدة ۷ نفسما و برضع فوفيا 
Ese a ) 64‏ € 

۳ لکن ۷ فراغاً bya sgis n solai sx LU‏ على 
القل »1 . ولکن *۷ الفراغ الشماعي الثنوي ل ۷ . برهن أنه يوجد 
تطسق خطي منتظم من ۷ الى ۷ . 

الحل : لنأخذ وو ...ري قاعدة في الفراغ الشعاعي ۷ . لکن 
رک ,6,۰۰۰ القاعدة الثنوية للقاعدة الفروضة آي آن : 

f (e) = Bj , i,j-1,..,n 


إن التطبيق *۷ ج 7:17 المعطى بالعلاقة : 


T (e) = f, 


تطبيق خطي ( نظرية [ ۱-۱۰ ]) : 
؟- تطبقى هكاين ( لاذا ؟ ) . 


تظبيق غامر gu)‏ من أرل ١‏ ۷ , *۷ نفس العدد 
من الأبعاد ( 


وبالتای فان ۲ تطق خطي منتظم . 


ء ۲۲ - لیکن ۷ و ۷۷ فرافین سعاعین علی القل > . إذا 


T^: W* -> V* خط دبرهن أن التطسق‎ Gh; T 
: المعطى بالعلاقة‎ 


(I) VgeW*" T*(g) - ع‎ 01 


. ) ٣١ التطق الخطي‎ e Gily duke T* Q^) Qa 
الى‎ W خطاً من‎ Unis ان الشعاع م من *18 لس إلا‎ : Jhi 
gol خطي فان‎ gum وت نط.قن خط..ين هو‎ ol T . K 


هو T‏ خاي من ل إلى 15 فبر عنصم من V*‏ . !53 العلاقة (1 ) 





9 j E ۰ fs 1 ut. 
ol Jf . MS إلى‎ W+ مما 1 من‎ 309 


0( + م) سس Vf,ge W* í*ig rf)‏ 
ه ۲۶ 1 0 م هس 


» ati - ^ x "EL e eT , 1 ; 
pond م‎ AIAX v A. 3 » £. 3 ا س‎ e =i ت‎ y A DF ka 
۰ وا‎ a 4 "m ^ - e : A l 7 l 


ونحد أيضاً : 


7 (ع3) - رع ذ)*1 , ۰1 ۷ 
-)À(goT)-AT*(g)‏ 
وبذلك تكون قد أثبتنا أن *7 تطبيق خطي . 


- Yet - 


مار بن غير 24 


۲۵ - لبکن ۷ فراغاً Jh g bai‏ 1 . برهن آن التطبیق 
T(v) -v‏ , 2۷ ۷ ۷ 
هو تطبيق خطي . 
۹ - لکن ۸ شعاءاً مفروضاً من الفراغ الشعاعي ۷ علی 
اخقل 16 . لکن التطسق F: VV‏ العطی بالعلاقة : 
F(v) -v- A‏ و ۷ ۷ ۷ 
بين فها إذا كان ۲ خطا آم لا ? 
۷ - اذا كان ۸ سعاعاً D,‏ من الفراغ الشعاعي دز . 
برهن أن التطبيق 23 ج 23 T:‏ العطی بالعلافة : 
VveV , T(v) -v^AÀ‏ 
A^ oL‏ إلى الداء الخارجي للشعاعين « o^‏ 5-5 خطي ; 
۲۲۸ - ليكن ۷ الفراغ الشعاعي المتشكل من جمرعة التوابع 
الحقيقة القابة للاشتقاق من أبة رتبة . لكن التطبيق D:V—V‏ 
المعرف بعملية الاسْتقاق . برهن ان التطبيق D? = DoD‏ خطي . 
أوجد نواة التطبيق 22 ورتبته . 


۹ - لکن ۷ و 2 كم في [ التمرين ۲۲۸ ] . لُذا کان 1 


-Yoo- 


التطسق المطايق aoo V. de‏ أنه إذا كان © »ع + » فإن 1 ۾ - 2 - 1 مؤثر 
خطي على لا . أوحد نواة ۲ . 


vv.‏ برهن أن التناظر بالنسة jyt‏ مار من مدا الاحداشات 
A $‏ هو qr jh‏ لنقاط المستوى à‏ المستري Amk;‏ 


۱ - لکن 1 تطبيقاً ae‏ من ۶ الى 22 معطى بالعلاقتين : 


X'—ax-ckby و‎ yYmCcx+dy 


d,c,b,a و‎ 1 #3 v=(x,y) Jue س اپ‎ ) × Vy) um 
امه - هه‎ Tout? أده هس‎ + Y* â 
x. d افش و دور 2 اس یره نف طسق‎ Odi O^. نو ايت‎ 


5-5 »t ۴ . - M C8 -- e v 
V o ايها م‎ Sx .متسشن‎ 3 Lis aci dq X ue W ٠ KJ 1 ۳ ۳ 
a Ta Gsl tat he w 


^ 


i » وج‎ e [ox DW c 1 T r e : سس‎ t d 2 T 1 
i : e su C 5 ۳ ST AY Í Eba 
A m "TT i5 imd 1 (QJ ۱ C فخر كي‎ EK enr T £l { Ü s : ji DM 1 V 1 رود ای‎ i DAE (ss AR 


ERA ex £o 03‏ . :2 وه d 1 e` a 0 ۰ i è‏ سر 
AS Oui‏ کنو 1 VÀ $7 eï‏ چ ا E ie: im S E:‏ غ ل 3 
E ۳ d vd, pre oo 4 Ve Lh ME: pf VS 4 Aes? 1 Y‏ یهت po‏ 
Mure. PPM ug we xg‏ . فا EC MMC LE‏ 


s iur Woo ۳ s TN i TE 
موی‎ LL c او‎ GPZ- W أصهر هن عفد ايعاد‎ V آیماد‎ Sde 


> . ae Q5 y 
Lw gy VeVvxVoK). vYg 
VveV i TFT {( mv, v) 
1 5 az i ES. SEE > 1 ۳ 
رهن ن ]1 تدش کي‎ 


is‏ کي 


"د 


7 i & V s : ` i zo Mu * ات‎ s p.) m ^ o pas Y mw CT. ا‎ 
# XJ 4 e Ao i $e od 8: ل‎ ps? ud Ê e 7 e ۱ Eu YY 3 4 j eem 57 ۳ ^ 
۱ 3 4 
ا جوع‎ e. $i m Ud 4 pum Lh P eee " 5. 
| 44۵ Aa b xc y A ۳ 1 ۰ 14 وو ران ار‎ E 2 y 


برهن أن 17 تطبيق خطي Dl ps s‏ صورة ۲ هر HU W‏ 
و نوازه هي ۷۷ ۸ 11 . 

۲۳٦‏ - لکن ۷ب ۷۲ : 1 , ۲ تطسقين خطيين عققين العلاقات 
i‏ 

F+Tel ) ]الاطق الطایق‎ ( - ١ 

ل ( © التطبق المعدوم ) FoT-FoT-O‏ 

FoF-F,ToT-T -_ م‎ 

برهن أن (۲۷) ۲ ز (۷) ۲ - ۷ ( جع مباشر ) . 

Lis FoU JI V o Le Use llo ۲ ۔ لکن‎ ۷ 
برهن آن ۳0۲ تطسق خطي منتظم من‎ . W۷ من ا الى‎ Lau Lhe 
) ۲ 6 (۳۰۲ ۶ 1 ۵۳. ۰ ol, W ل الى‎ 

. 8 : ج ۸:۷ , ۷۷ ج‎ U لکن التطبقان الطان‎ - ۸ 
eX ) Ker (Bo A) «0 Ù cap Ker A = KerB=0 o6 إذا‎ 
EI] المحلول‎ co yel 

m ۳۳۹‏ سکن V‏ فراع syak! ces‏ من الدرحة «sl ) n‏ 
a,‏ + ...+2 + ود < ()؟ ) برهن آن لتطستی ۷ج ۷ :]7 


"salt اف‎ 


; Pos 1 5 
۳۱۲۱۵۳۶ ۷ qs Iq) | £(x)dx 


-PONV n 


هو تطبی خطي ( موثر خطي ) . وإذا كان 2 أأؤثر التفاضلي على 
۷ فرهن DoT- ToD ol‏ . 

۰ - إذا کان ««عوه فرهن آنه لا يمكن إيحاد تطبيق خطي 
منتظم من 5ج على ۲۳ . 

. ۷ الفراغ الشعاعي الثنوي لفراغ الشعاعي‎ Vx لکن‎ B V$1 

U = {feV* : f(v) -0 و‎ Vves) 
pl ee ais) V* or dye برهن : ۱ - آن تا فراغ سعاعي‎ 
. ) 8 المزلي المتعامد مع‎ 

۲ - عدد S obul sas = V obul‏ + عدد آیعاد 1 
5 - لحن *7 الفراغ الشعاعي الثنوي للفراغ 77 وارحكن 
(V*)*‏ الفراغ الشعاعي اللوي لفر اغ *لا . برهن ان التطبيق 

۳ بالعلاؤة‎ uibs! T: V --(V*)* 
vveV,feV* , (T())(f) - f(v) 
. هر تطبيق خطي منتظم‎ 
لاعظ أن (70 هو عنصر من *(*۷) وبالتالي فهو تطبيق خطي‎ [ 
Jis Ge من ۷۴ دی اطفل 1 + فالعمارة (1)00(()4 ) إدن ذات‎ 
. ] £9) يساوي بالتعريف‎ 12 or bes 
تطبقأ خطبا من 87 الى ۷ ولیکن ۴ تطعا‎ ٦ لکن‎ - 51 


-~ TOA — 


خطا من IW‏ ۷ . بفرض ol‏ عدد آبعاد ۷ آکبر من عده أبعاد 
۷ برهن آن مرتبة التطبیق ۳01 اصفر من عدد آبماد ۷ . 
Ye?‏ - لیکن ۲ مزثراً خطا على SIY) TZO Lt R‏ 
التطبیق العدوم ) و 72-0 ( ۵ التطیق العدوم ) . برهن آنه برد 
قاعدة à (v, v)‏ 2 من الشکل : 
T (vs) =0‏ , ولا () ۳ 
۵ - لکن ۲ ده مزثرن خطین على ۴3 وه‌عرفین بالعلاقتین : 
F(x,y,z) -(X—y,zty.x‏ 
T (x,y,z) - (yo—x,— 2)‏ 
حبث pole JE (x,y,z)‏ سعاع ماهن 23 . والمطلوب إيحاد : 
١‏ العناصر T(-1,1,0) » F(1,0,2)‏ . 
y‏ التطبقات ۶ , 1 ۲ و ۲۶ ,10۲ و 37 - 21 ومن م تعن 
رتبة وعدد أبعاد ونواة كل من هذه التطسقات الخطة . 
۹ - لکن ۲ موثراً خطاً على ۸2 وعققاً للعلاقات : 
:1 » (1 اتطیق‌الطایق) 1 عو 1 » (0 التطبیق العدوم ) 0 عر T‏ 
برهن أنه بوجد قاعدة ( .م ,.» ) في 82 من الشكل : 
T(v) =v, , T (vs) =0‏ 
-NY$N‏ لکن €+ 1:۷ ر W‏ > € : ۲ تطسقن خطيين . 


ادا کان ۲۶ , ۳۶ منقولي ۲ ,۴ cu Je‏ فبرهن أن *7م*7 ,(FoT)*‏ 


- Yo4 — 


۸ ؟ - لكن *7, 87 الفراغين الشعاعيين الثتويين ل 7 , به 
على الترتب . ليحكن التطبيق : 
P: Hom (V, W) — Hom(V* ,W*)‏ 
ball‏ بالعلاقة : 


P(T)-T* 


۱ منقول هدا التطسق‎ T* » Hom(V, W) عنصر مامن‎ T <e 


برهن أن uS P‏ خطي . 


و ل 





الصفوفات والعنات 


سندرس في هذا الفصل كائنأ راضاً حدیدا ندعوه مصفوفة » ذا صلة 
وشقة بالتطسقات الخطية على الفراغات ااشعاعة والتى درسناها في Jail‏ 
الس-ایق l e‏ 

ندأ أولاً باعطاء تعريف pila‏ لامصفوفة . لكن 7# حقلا تدیل] 
کن aa‏ عددن طیمین . نقول عن جدول مکون من عنامر 
من ۲ مرتبة بالشحكل '* : 


aj! a! « م0‎ 


32 a, ec 09 


(1) 


Ai” X2" ... Qu^ 


اه مصفوفة على E JE‏ . سمي العذ_اصر الموجودة 4 خط أفقي 
و احد rs p‏ ۵ ده Rm‏ من أعلى الى أسفل é‏ و سمي Sal‏ 


eum (x)‏ الرمزان إإ 
المصفوفة أيضاً . 


او (: : : ) للدلالة على 


وی 


الموجودة في خط ساقولي واحد Ey, lay?‏ هذه الأمدة من السار الى 
المین . لم نسمي عناصر ۴ المشكلة للمصفوفة (1) عناصر أو مر كات 
المصقوفة . وبصورة خاصة نقول عه ن الر کة aj‏ المر كة ij)‏ للمصفوفة 
و حتزل GU.‏ الصفوفة (1) بالشکل : 


[a] , 


حبث وضعنا الدليل في الأعلى للدلالة على رمم السطر والدليل في 
الأسفل للدلالة على رغ العمود . ففي المدفوفة (1) لدينا «د سطراً وه 
جمودأ ولذلك نقول أن لدينا مصفوفة من الشكل د >< ص أو مصفوفة من 
السعة mxn‏ . 

(نصطلح على أن العدد الأيسر يدل على عدد الأسطر والعدد الان 
يدل على عده الأعحمدة ) . ونرمز لمصفوفة (1) يحرف واحد» 4 مثلا » 
Ab A( m, n) ,!‏ عدد الأسطر والأحمدة SALAD dall à‏ 

ونرمز عادة ب i dji g jat Ai‏ من الصفوفة ه أي : 

A = a a os a] 


کا نرمز ب ز4 لعمود ذي الر ز من هذه المصفوفة أي : 


ونلاحظ أنه يكن اعتبار ا4 مصفوفة من السعة «<1 واعتبار ر۸ 
عصفوفة من السعة 1< بم . كأ ویکن اعتار کل عنصر من ۸ مصفوفة 
من السعة 1 < 1 . 


4 0 
۴ . سطرها الأول (3 1- 2) وسطرها الثاني (4 0 5) . ومودها 


[i] 290 ۳ [| وعودها الثاني‎ ] [ ov 


مثال : إن امصفوفة | PES‏ | مصفوفة من السعة 3 >< 2 على الحقل 


۱ - ۷ تعارف : 


(Y)‏ نقول عن مصفوفة [ رن ]۸۵ آنا مصفوفة صفرية إذا کات 
كل fes‏ من عناصرها بساوي الصفر . أي Aari‏ أجل جميع القم 
المکنة د ز و ز . 

(Y)‏ سمي کل مصفوفة انحة عن مصفوفة مفروضة ۸ محذف عدد 
من آسطرها وعدد من آعدها مصفوفة حزشة من SA‏ 

(م) لتكن المصفوفة [aj]‏ - ۵ من السعة ص كام . نسمي منقول 
A, 2 0I. 54 p, € A ali‏ € ] أو At‏ [ الصفوفة ذات العة 
Jit gu nox m‏ : 

ici1,...,m 
A, —[Bi] : Bia: 


او هر jos‏ 


An أسطرها أعمدة وأعمدتها‎ J2 A عن‎ m A, و نلاحعظ أن‎ 
Seu ge dalli 


- ۳۳ - 


: ادا نت‎ : JU 


1 3 iet 
| 1—1 2 
Am 7 : فان‎ ۸ = 
3 7 1 


(؛) نقول عن مصفوفة أنها مربعة إذا كان عدد أسطرها مساوياً عدد 
cael‏ . فاذا کانت الصفوفة المربعة A‏ من السعة [nxn j‏ : 


A = [aj] — 


وی ° ۲ 57 2 0 "A‏ 
Wb‏ لسعو العناصر Ke‏ و ۰ ۰ ۰ و a3?‏ ; بيع العناصر ا طر به لأمصفوفة. 


EE um‏ العناصر القطرية لمصفوفة مريعة 4 أثر المصفوفة 
وبرءز له ب (ه)ن . هكذا لدينا في المصفوفة الأخير 


. À 


1 
X aj!‏ ح زم) ما 
1 


إذا كانت جمسع „ole‏ المصفوفة المربعة ۸ تساوی الصفر عدا العناصر 
القطر بة فنسمي A‏ مصفوفة قطرية. بالاضافة الى ذلك إذا كانت جميع العناصر 
القطر بة مساوبة الراحد » فاننا تسمي Jum‏ الصفوفة A‏ الصفوفة الواحدبة 
ورمر d‏ ل Ja i, 3 I‏ على لمث الأسطر والاعمدة : 


- "u$ - 


4 


*- 
* 
e 


| 

| 
Sh =] g berð 
0 0...0 1 


$ 


armenia 


.* 
$ 
PN 


$5 ot; a p itd 
(غوق)‎ e والوارعة‎ ۸ án) d i pial! حمم عناصر‎ c5 با او‎ 


س 


a u ail oLa‏ الضف E.‏ مش وة د ت فو 
P g‏ به في و به لصفر حمل الى át hali (Im‏ لك ROI.‏ 


re Atp + 1 ( 
í i$ d M : ا“‎ 
E adu "2 ن‎ 
Pee 
8 مال‎ 
TN nl 
| 1 2 ME. 
: aA D 
د ل ود لذن‎ as o | Dt: 
TE 9 Er - ; ۱ 
$ : 
i0 0-5 ; 


3 

— — 4 3 0 Û ۱ iic 
) إزمئاشة من الاعلى ومن الاسفل‎ | 9 4 
0 


kad 


01 ۳1 0 | 
ره ES‏ و ! 1 ۲ “i‏ مشو ده 5 e Aa‏ تم ار 2 X‏ 3 


E. 


x 
1 
A 
مل‎ 7 


میم 


Sra‏ ع الصن فات 


E و‎ 0 ees : i Š ۱ ۳ 
e جد‎ ~ * A^ d A z i E b: 1.5 COS mtt 
ثان,‎ He نكن هم ی وود تقایل بی جموعه مصقرئات عل‎ 
& a + یی‎ 
4. 


هذا التقابل نستنتيع العملنات الختلفة على جموعة المصفوفات . 


01 6ه ه‎ ۰ aa 


— [aj] و‎ 
Lug esed 7 


لمكن 8 , 18 فراغين سُعاععين على الحقل ۲ € m,n laul ae‏ 
على الترتب . لنفرض أن حمل الاسعة وب ,..., ,هن تشكل قاعدة في 
oly V‏ جه الاشعة ىس ,..., ,س تشكل قاعدة في 1۷ . ونبرهن آن 
الصفوفة A‏ تعرف تطقاً خطاً من ۷ الی ۷۷ . 

إن كل سطر اه من آسطر ۵ مولف من » عنصراً مرتباً من F‏ 
وبالتاللي يمكن اعتبارها مر كبات شعاع من ۷ نرمز له آبضاً ب اه أي : 


الوا وا ار بود لون عدو ss.‏ أو ع أ لواحت ار 


تعر ف التطبيق ۷ جه 7 : 1 بالشكل JUI!‏ 


Vv—)!vict...- A?" vueV 


dapes 


T(v) = $ (Ai. v)w; 


] —1 


حىث: ۸1 Jell slabi) Ai. v= È aj‏ للشعاعين ) 
ولنبرهن أن التطبيق 7 ( تطبيق خطي ) . 


- ۳۹۹ - 


۱۷ ۷ ع »9 )اه‎ )8*,..., 8*( 6 V 


T(v +u) = E (À.(v-tu)w 


= 3 (Ai . v + Ai u) w; 


ymi 


( الجداء الداخلى توزيعي بالنسبة لعملية جمع الاشعة ) 


(A .v).w; - € (A .u)w, 
i—1 


|| 
1 As 


= T(v) +T (u) 
Vper : 
T (p x) = E. qn) 
) حسب خواص الداء الداخلى‎ ( 
لإ‎ à (A'.v)wi 


(۷) 1 ها < 
وبذلك تكون قد برهنا أن 7 .تطبيق خطي نسمه التطبيق الخطي 


المرافق للمصفوفة A‏ وترمز له ب ,7۲ . لبرهن الان العکس . زذا کان 
J 1 : V >W‏ تطسقا um‏ وكان 0 عدد أبعاد V‏ و ose m‏ أبعاد W‏ 


فاته رافق JA‏ | التطسق الخطي مصفرفة من السعة mxn‏ € وذلك لان 


( + ) ستصطاح دوماً على وضع الدليل من الأعلى لمر كبات شعاع بالنسبة 
Àe y åa » Ae UJ‏ : 


۳٩۱۷ 


خال أسْعة القاعدة زره ) من ۷ وفق التطسق الطي ۲ » ترا کیب 
خطة بأسّعة القاعدة ( ,با ) من ۷۷ ومعناصر من القل ۳ . فاذا کتبنا : 
T (v) = aw, +... + a Wa‏ 


T1 )vو(‎ = ga w, +... تون‎ Wm 


T (va) = aa! W tH... +a,” Wa 
عوامل هدم العلاقات تشكل مصفوفه من الشکل‎ D? 


1-5211 
A oaa i :o1 
A = jaj] 


وا و 


5-5 


و هي مصفو فه من piai | PERE) q^ 2 F a P mox n iant‏ فة 
£x‏ 


j i - » we ə 8 e - m i 2. $ ۱ 
5 X 1 qui الق‎ ÁS AA او‎ T al طسق‎ 4 A» n ^» sial! 


DOS dna £T. d, jani g^ T ul aui. 
Vv—(À;,...,À eV 
1 )۷( تج‎ 1 )۸۱ ۷+۲... 4+ ۸۳ v, 


=A T (v) a EA T (w)  ) تطبيق غطي‎ 5 ( 


؟ ‏ ۷ نظرية : ليكن ۷ , 18 فراغين سعاعيين على الحقل التبديلي 
1 » ع-دد JE m,n lalasi‏ ابر تب . ولتكن V ó Bast ( vy)‏ 
و [ رس ) قأاعدة في ۷ . رافق demon das o. A dia. QE‏ 
K jibl‏ تطقی خطي W‏ > ۷ : و1 بالنسة للقاء_دتين المفروضتين في 
۷ ۷ . وبالعکس برافق کل تطسق خطي ۷۷ ج ۷ :۲ مصفوفة A‏ 
من السعة mxn‏ على K JE‏ وت يكون ] < 1 à‏ 

(Wi > روت‎ W3) 3 Va(R) 926b ( v, , مثال : لتکن ( وب‎ ۷ ۳ 

3 1 
الط ق اخطي‎ A -= |- 1 [1 ۱ قاععدة في (۷,)8 . برافق الصفوهه‎ 
5 2 
: المعرف بالشکل‎ ۲: ۷,)8( —> WR) 
T (v1) =3 w, — w, +5 w, 
T (va) =w + w + 2 و‎ 

a pD A -> T, آن الاطسق‎ v-r] من النظر بة‎ m 
٠ وین جموعة التطسقات الخطة من‎ moin تموعة المصفوفات من السعة‎ 
. ۷ بالنسة لقاعدتن مفروضتن ق ۷ و‎ w الى‎ 

بصورة عامة » للوصول الى التطتق ubl‏ م5 المرافق لمصفوفة 
مفروضة (gj)‏ - ۸ من السعة ص بم على المقل >1 يكفي أن ael à QE‏ 
سعاعین عدد أبعاد الأول 2 وعدد ايعاد الثاني Ol «m‏ تار دی 
الفراغين à (v) iel deb | ġa va(K)=K? s V,(K) =K?‏ 
الفراغ الشعاعي الأول وقاعدة ( بم ) في الفراغ الشعاعي اللافي . 


rif TUYA 


: فالتطسق "1ب *16: ۲ العرف بالعلاقة‎ 
T(v)z E aji w او‎ 
i=l 


هو تطببق خطي [cl € x»,‏ لنظرية [ ۲۷-۲ » والمصفوفة 
المرافقة له هي المصفوفة المفروضة م . 

؛ ‏ ۷ تساوي الصفوفات : لکن ۷ , ۷۷ فراغين سعاعبين على 
القل 16 » عدد آیعادها و , جر علی الترتب . لکن ۲ ,۳ تطسقن 
خطین من QU ial! B= (Bj!) » Ac (gj!) o oo 3d. W JH V‏ 
المرافقتان ل 1 و بالنسبة لقاعدتين مفروضتين ( 7 ) د ) W,V À(w‏ 
على الترتدب . 

نقرل عن الصفوفتین ۸ د 8 أنها متساويتان إذا کان التطسقات 
المرافقان ۲ و 7 متساويين . 

نعلم أن 7-7 تعني أن : 

vveV : T(v) xF(v) 
: يككون‎ V وبصورة خاصة من أجل أشْعة القاعدة ( ,0) في‎ 
T(v)-F(v) , j=1,...,n 
: ولا کات‎ 


T(v;)— X aj!wi 
1- [1 

F(v;)— Xfiw 
i=) 


۳۷۰ - 


فإننا نجد أن : 
a; — i‏ 
العناصر المتشاببة في الموضع في المصفوفتين متساوية . 

8= ) جع الصفوفات : لتکن ( ارو ) < ه و ارم‎ v-o 
المصفوفتين المرافقتين للتطسقين الخطيين 7 و ۳ من ۷ ای ۷ بالنسة لقاعدتن‎ 
في ۷ و ۷۷ عی البرندب بعرف عموع ال فوفتن ۸ و ظ‎ {w}, {v} 
الخطي‎ o ded del dO (yu) وترمز له د 8 + 4 »2 على أنه المصفوفة‎ 


(T + F) (vj) = 2 Yi vı 
1 


: إن جموع التطبيقين الخطين # + 7 بعطى بالعلاقة‎ 
VveV : (THF) (v) 2 T(v) 4-F (v) 
: a£ Vo (v rael. asl وبصورة خاصة من أجل‎ 
(T + F) (vj) 2 T(v) -- F (vj) 
= J ay wi FD By wı 
= 3 (a + ب«( ارق‎ 
: وبالقارنة نجد أن‎ 
Y/— «tfi 


۳۷۱ - 


ومله : جموع مصفوفتين من سعة واحدة هو مصفوفة من الدعة ذاما 
وعناصرها مؤافة من جموع عناصر المدفوفتين ااتسامة Ó‏ الموضع ۱ 
نستنتج من التعريف السايق ها يلى : 
)١(‏ مملية جمع المصفوفات تبديلة . إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين 
من سعة واحدة فان : 
ذه 8 - ظ دم 
id? (y)‏ جمع المصفوفات مخصعة . إذا كانت ه و8 و© ثلاث 
(A+B) +C = A+ (B+ C)‏ 
I] (v)‏ كانت و 8 مصفوفتين من سعة واحدة فاستناداً الى تعر دف 
(A--B)' —A' FP‏ 
أي منقول مصفوفتين يساوي يموع منقولي الصفوفتین . 
)٤(‏ إذا رمزنا ب © للمصفوفة الصفرية فإن : 
ذه ع م +0 ع 0 دم , ۷۵ 
أي أن المصفوفة الصفرية مثل العنصر اطبادي بالنسة لعملة المع 
على المصفوفات . 
JU‏ ,۽ إذا كانت : 


-YvY - 


3 -1 4 1 2 3 
B—| و و جر‎ y CS si و‎ 


وهله نحد : 


4 6 
+8 = | 1 6 | —[A4BJ]' 
7 3 


\ 
ولا کانت و و æ c=];‏ : 


-1 3 


4 0 3 
B — 
*e-2[ 51i] 


ومنه نحد : 


&4*3-c2a-8«0-[,;;,] 


5- ۷ ضرب مصفوفة سصر من القل : لتكن A — (a)‏ 


- ۳۷۳ ~ 





بالنسبة للقاعدتين (,) د (,0) في 7 و 19 على الآرتتب . إذا كان ع1 © ( » 
فإننا ترمز ب 4 2( لمصفوفة المرافقة للتطبيق الخطي AT‏ بالنسة للقاعدتر 
المفروضتين . إن 1 ( معرف > کا نعل » بالعلاقة : 
(AT)()— AQO(Q))‏ : ۷۲۰۷ ۷ 
ومن أحل أ A£ (v) s Ac Ul‏ : 
(À T) (v) - A(T(v)) — AX aj wi‏ 
Ù (A aj) wı‏ = 
و منه AŻ‏ : 
( به ۸) < ( ره ) ل < ۸۸ , 215 ۸ ۷ 
أي أن جداء مصفرفة ه على الحقل >1 بعنصر AK à ui‏ 
مصفوفة تنتج عناصرها عن عناصر المصفوفة 4 بضرما بالعنصر ( . 
في الخالة 1- - ب( تحصل Je‏ الصفوفة (نرن-) = A‏ (1-) ولو bys‏ 
فده الصفوفة ب ۵ - فإننا نمها نظير المصفوفة 4 بالنسة لعملة جمع 
الصفوفات لأن 0 = (4 ) + ۸ المصفوفة الصفربة . 
at‏ من تعريف منقول المصفوفة : 
(AA! —AÀM&‏ : ۷۸ , 216 ۷ 


مثال : لتکن الصفونة ۵ على الحقل © ( حقل الأعداد المركة ) 


- YYÀ - 


العرفة بالشکل : 


إذا کان ۸-1-1 من 6 فان : 


۱۸ (1 4- i) ML 2 ل2‎ 21 
- (1-i) i (1-i) (2-1) -1-i 1-93i 


إن منقول المصفوفة A‏ هي المصفوفة : 
1 — 
A =‏ 
2i un‏ 


۱ ۸ | (1—i) (144i) — (1—i)i ] - 


2(1—1i)i (1— i) (2 — 1) 


2 S 
| هه[‎ 
2 + 2 1 1 — 3i 
ب (ه ,ص ).1 لمجموعة المصفوفات من السعة معام على‎ Uy لذا‎ 
فان [ ۷-۵ ] و [ ۰ - ۷ ] تعرفان ملبي همم وضرب‎ dio! qe 
ويمكن بسبولة التحقق‎ . L(m,n) البجموعة‎ de K Jih پعنصر من‎ 
وبالتالي‎ gue [o - v] من أن الخراص ج١1 - جه و ض١ ضه من‎ 


نحصل على النظرية : 


۱ 


- ۳۷۵ - 


٠‏ ۷ نظربة : تشکل Glen 93! L(m, n) ic yti‏ المع 
والفرب یعنصر من 1 العرفتن في Cos [v-s] o [v-o]‏ 
Gu‏ على OK Qi‏ 
y LA‏ حداء المصفوفات : لحکن 1 و ۷ و ۱۷ ox‏ فراغات 
e K Jibi d Lelaz‏ عدد أيعادها مود« د مم على الترتب . لنکن 
التطسقان الحظ_ان W s T: U — V‏ > ۳:۷ . لذا کانت (u)‏ 
قاعدة في زا و زره ) فاعدة aeb {w} a ۷ à‏ فى ode W‏ 
و و ...1ص j=1,...,nز‏ د ...و1 » فوحد مصفوفتان 
hia‏ لنظرية [ ۷-۲ ] » [ نی ] ۸۰ من السعة ماه و [6,۶]-ظ 
من السعة Ji! de mxa‏ >1 مرافقتين ل 7 و على الترتب » أي : 


T(u) = E aii v; , p.p 


۳۲۱ ( = 2 gest. 
(vi) L p Wt J n 
إن التطسق المر كب 8۳0۲ » استناداً لخواص ترحكب التطيقات‎ 
Q- [y,*] الخطبة » تطبق خطي من زا ای ۷۷ وبالتالي يوحد مصفوفة‎ 
: من السعة و دجم على 16 مرافقة لتطسق ال رکب 0۲ ۲ آي‎ 
) o T) (u) = » yı" Wi 
k 
4 had B.A الضرب‎ jole i piat C = ] نسمي هده المصفوفة [ “ر‎ 
المصفوفة 8 . ولكتابة عناصر المصفوفة © بدلالة عناصر المصفوفتين‎ A 
: هد8 »2 نلكتب‎ 


۳۷۹ - 


( حب تعريف ثراكدب التطسسقات ) (FoT)(u) —- F(T(u))‏ 


ec »w- 


۱ 


Daiji ۲ ) تطسق خطي ) ( ز۷‎ 7 ( 
= J ail Z ۵ ۵ 
=} ai Bi w 
= 2 (Ep qi) Wy 
: وبالمقارنة نحد أن‎ 
p*- Ea 


وإذا رهزنا ب inny Bk‏ أسطر الصفوفة 8 و ب ۸ لاسعة أعمدة 
المدفوفة wb A‏ حد y* - P*. ۸ ol‏ ) ادا العددى لاشماعين ) 
Qu,‏ لامكن كتارة 


BIA, B'A, ... BA, 
B2A, و۸ 2ظ‎ ... P!A, 


p? A p» A» اه‎ p" Ap 


مثال ۰ سکن نا د ۷ و ۷ ثلاثة فراغات islan‏ على الحقل 1 » 
عدد آبعادها 2 , 3 , 4 على — U à s Aris (rat) oem‏ 


; Wå واعده‎ ( Wi, W2, Wg, Wa ) و‎ ۷ Ó فاعدة‎ Cra gE) 3 


T - 


- YYY- 


لیکن V‏ ح 7:17 تطبيقآ Lhè‏ معطى بالشكل ؛ 
T(uj) —3 v, — 2 vg + vg‏ 


و۷ + ,۷ 4 < (وتا) 1 


ولکن ۷ ج ۲:۷ hi‏ خطاً معطی بالشکل : 


F (v) = W, + ۷1 Wg — Ww, 
F (vy) — 2 w1 — w; 4- wa 


F(vj —2w,— wg + 4 W4 


إن المصفوفة المرافقة ل T‏ هي 


3 4 
=| | 
1 0 


: هی‎ F J المرافقة‎ "UP 


01 2 2 
1—1 0 
B = 
1 1—1 
_—1 0 4 _ 
إن مصفوفة الداء‎ 
12 2 | سم‎ ıı | 1 6 > 
3 4 
1-1 0 5 3 
—2 1 = 
i 1 -1 0 5 
1 0 
-1 0 4 = E 1 -4 


= نمض — 


ويمحكن التحقق مباشرة من أن هذه المصفوفة هي المصفوفة المرافقة 
لتطبيق اخطي الر کب ۲۲ . 

تورد » استناداً ای التعربف السابق » اواص التالة تار کین البرهان 
علها للقارىء لسپو Ul‏ . 

٩‏ - ۷ ن ملة اخداء 84 لهصفوفتين 4 د 8 غير معرفة إلا إذا 
كان عدد أعمدة المصفوفة 8 يساوي عدد أسطر المصفوفة لم . 

GAL QU ui . إن تملة ضرب المصفوفات غير تبديلة‎ ۷ - ٠ 
DAE لا ساوي‎ A عبر معر فه لان عدد أعمدج المصفوفة‎ AB تلاحظ أن‎ 
کون 8 معرفة فان 84 ع ۸8 في‎ Xe أسطر 8 . وحتى في‎ 
. الحالة العامة‎ 

مثال : إذا كانت 


ومن الواضح أن 8۸ ۸8 . 
iat cb Acl! co 2 4^ ۷ - ۱‏ . ادا كانت له و8 د69 


ثلاث مصفوفات على القل × والداءان AB‏ د 80 معرفن فإن 


-YNA- 


الجداءين 48(0) و A(BC)‏ معرفان ویکون : 
(A B) C = A (B ©)‏ 
۲ - ۷ علة الضرب توزيعية بالنسبة REL LI‏ على المصفوفات . 
إذا حانت ۸ و 8 و © ثلاث مصفوفات وكانت 8+0 و AB‏ 
معرفة فان : 
A(B--C) —C AB--AC‏ 
وإذا كانت D‏ مصفوفة أخرى بحيث يكون Gyas BD‏ فان : 
(B+ COD = BD--CD‏ 
ob l5! Y-wY‏ الداء AB‏ معر فا فان IU! é‏ تعر نف منقول 
مصفوفة > B'A: slabi‏ معر فا Oa‏ : 
(A B} = Bt At‏ 
4 ۱ - ۷ ملاحظة : عکن أن کون حداء مصفو فتین هي المصفوفة 
الصفرية دون أن تتكون أي من هاتين المصفوفتين المصفوفة الصفرية . وعلى 


1 0 0 0 0 0 
E 0 Ill IE | 0 1 
3 0 1 3 0 0 
: فراغ الصفوفات الوبعة‎ 
عى‎ nxn دات السعة‎ is, JI — all ice L(n,n) لتکن‎ 


- YA. - 


K ge‏ والزودة بعملتي المع والفرب بعنصر من 1 المعرفتين في 
| ۷-۰ ] و [ ۷-۰ ] i‏ 

عکن أن نعتیر آن کل عنصر من L(nx n)‏ ) أي كل مصفو فة 
V(K)‏ عدد أبعاده ه الى الفراغ V(K)‏ ذاته بالنبة لقاعدة مختارة في 
V(K)‏ . إذا كانت (ص,ه).1ء 1 المصفوفة الواحدة فإننا نحد » استناداً 
لتعر دف T‏ المصفوفات € ما بل ° 

VAeL(n,n , IA—AI-—A (1) 

vA,BeL(n,n) , ABeL(n,n) (v) 

نستنتج أن حملية ضرب المصفوفات LA, L(n,n) Je &lel» Zl‏ 
pos‏ محايد 1 . إدن L(n,n)‏ الزودة بعملبي جمع وضرب المصفوفات 
تشكل حلقة واحدية . أضف الى ذلك أنه يمكن بسپولة إثمات العلاقة : 

VÀeK , VA,BeL(n,n) , 
A (A B) = (À A) B = A (À B) 

وصنه : 

۱۵ - ,۷ نظر بة ۰ تشکل L(n,n)‏ جموعة المصفوفات المردعة من 
السعة nxn‏ والمزودة بعمامي roy ES‏ الصفوفات p í‏ على 
اخقل & . 

۱١‏ - ۷ تعریف : نقول عن مصفوفة مربعة [ أري] = ۸ ا 
متناظرة إذا كانت Ate A‏ أي إذا كان : 


ل ۳۸۱ ب 


a — و ره‎ ijjmi,...,n 
1 2 3 
. ۸= ۸۲ ملا المصفوفة 1 2 |=ھ متناظرة لان‎ 
3 0 4 


۷ - ۷ تعویف : نقول عن مصفوفة مربعة ۸ أنها منتظمة أو غير 
3C‏ ( إذا كان التطبيق الخطي المرافق لها ,7 تطبقاً منتظماً . والا نقول 
SU VA‏ 

كن ۷ فراغا سعاعباً على الحقل × عدد أبعاده ۾ . of‏ 
(:۷) د (/۷) فاعدتین في ۷ . بوجد » استناداً لنظربة [ ۱-۱۰ ] 
تطبيق خطي وحبد ۷ج 1:۷ محیث یکون : 

TOS e 

ویکن بسپولة ثبات آن ۲ هذا تطبيق منتظم ( متباين وغامر ) . 

إن كل عنصر من إحدى القاعدتين المفروضتين في Ji ob o: V‏ 
بشكل وحد بار كسب خطي في عناصر القاعدة الثانة . فإذا كتبنا : 


ف 


n 
(I) WS TEE bmi; 
۱-۱ 


E 3 j 1‏ 
vı rp vi )‏ ( 
فنجد أن المصفوفة [ ر ]=4 هي الصفوفة الرافقة لتطبیق اخطي 
المنتطم ١‏ بالنسبة للقاعدة ) T(vi) - Zaí vi ; o 43, (v,‏ . 
إذن المصفوفة ‏ منتظمة ونسمها مصفوفة الانتقال من القاعدة ( ,۰" ؛ الى 
القاعده (vb)‏ 


-YÀY - 


بصورة مشاية » يوجد تطبيق خطي وحيد 17 ج ۷ : ۲ من الشکل 
Fy) =v, |‏ 

و هذا الاطق نتظم ( ناذا ؟ ) وأت الصفوفة [8]-8 هي 
المصفوفة المرافقة ل ۳ رز ادا ؟ ) وبالتای فان ظ مصقوفة منتظمة le‏ 
مصفوفة الانتقال من القاعدة ريب ) ای القاعدة زره ؛ . ومن 
الواضم آن : 
( التطسق الطابق ) 1[ - 1۲0۳ <- 0۲ ۲ 

. ۲ فان ۴ هو التطبيق الخطي المعا كس للتطبيق الخطي‎ Ao, 

: dabl أن‎ lal ونحد‎ 


( مصفوفة الواحدي ) AB—BAC-I‏ 

الما ابت : 

tre r^‏ المعين عن دراسة حل العادلات الخطة f‏ تطور بعد 
ذلك حتى cle‏ تطبيقاته مواضيع رياضية عديدة » فل يقتصر المعين على 


كونه i£ pas inpo bg‏ $ مناقشة حاول حمل المعادلات ih!‏ بل 
يعننا في دراسة الاستقلال اخطي لاسْعة وفي رتب المصفوفات وغيرها . 


PUE Ad ۷ - ۸‏ القارىء قبل البدء في بحث المعينات بالتبديل 
[ ۳-۱۲ ] الدي تقايل فمه Ov‏ محوعة ونقس مثال ذلك : 


{1,2,3} — {3,1,23} 


- *AY - 





حث تقایل 1 ب 3 و2 بد 1 و 3ب 2 . 
سنقصر أهتامنا فها تبادیل امحموعة : 
]55,1 ,01,2 

افرص آننا بادلنا بن مواقع هذم الأعداد فأخذت هذه المجمرعة 

سكلا نمل ب : 
eae‏ 
من الممككن أن نعتبر بان هناك تطببقاً S‏ نسميه تبدیلامحیث یکون : . 
زود ...روا و ) —} S: {1,2,..., n‏ 
" وهو بقایل 1 د را 2.39 9 (da cc YE es dd)‏ 

سحي ( وذ , . .. , وذ و رذ ) متادلة للمجموعة المرتة ( د ,. .. , 1,2 ) - ل 
الي نسمها بالمتبادلة الرئيسية . ومن المعلوم أن عدد متادلات ۸۵ هو ! و . 

إذا Usb‏ بان موقعي عنصرين من متادلة ما فإننا نقول إننا Umi‏ 
مناقلة ونقول عن مناقلة dass lg]‏ إذا كان العنصران متجاورين في المتبادلة 
المفروضة ومن الواضم أنه يكن تركب أي مناقلة من حم من المناقلات 
البسطة وات کل متبادلة تنتج عن المبادلة الأساسة بعده من الناقلات 

إذا كانت لدينا المتبادلة ( ىذ , . . . , وذ, يذ ) »> واذا وحد فا عددان 
د یز محيث یکون : یذ < نز د ع1 > ز قلنا أن في هذه المتبادلة 
انقلاباً ومن الواضم أن كل متبادلة تحوي عدداً مصناً من الانقلابات . 
فثلا حوی الممبادلة ( 2 ,4,3,1) خسة انقلابات هي : 


ب ۳۸ - 


4,3—,4,1—4,2— 5,1—,3,2 

ul‏ المتبادلة E (1,2,..., n)‏ نمها المتبادلة الرئسية فبي 
لا نحوي أي انقلاب . | 

ن کل مناقلة à‏ عموعة pa‏ عدد الانقلابات الي حوما . 

نقول عن متبادلة إنها فردية إذا كاف عدد انقلااما فردياً ونقول 
عنها إنها زوجية إذا كان عدد انقلابام! زوحاً . إن المتادلة 2,1 ,3) 
فردية والمتبادلة 2 ,3,1) زوحة . 

إذا كانت المتبادلة ( مذی...,یذییز) فردبة ( زوجة ) وأحرينا 
فها مناقة فانا تصح زوحبة ( فردبة ) . لبرهان ذلك نفرض أننا 
بأدلنا بين العنصرین ى ب زذ , رذ وذلك بأن تنقل , برذ لنضعه على يسار : 
ونحتاج من أجل هذا Kk Qi‏ مناقلة بسيطة ثم ننقل رز ليقع في الموضع 
الدي E ds. o5‏ وحتاج من احل هدا ای 1 - 1 مناف 1 بسطة 
ونکون po‏ المناقلات البسطة الضرورية لهذا الانتقال هو 1 - 2 وهو 
عدد فردی . 

ob Ua‏ ننتقل من متبادلة ای التادلة الأساسة بعدد من الناقلات 
ay ih‏ هذا الأمر بأشكال ختلفة : فمکننا مثلا أرف تنتقل من 
Ur (1,2,3) d' (1,3,2)‏ بسطة واحدة وهي أن نبادل بين 
موضعي 2 E‏ عکننا آن نقوم بذاك مخمس مناقلات بسطة وفق الشکل : 

}2,3,1{ — }3,2,1{ جه }3,1,2{ جا }1,3,2{ 


—> {2,1,3} > {1,2,3} 


Yo-t -YÀO - 





غير أنه من الواضم أن هذا العدد فردي.دوماً إذا كانت المادلة 
فردية وهو زوجي دوماً إذا كانت المادلة c Le,‏ لأنه لو کانت الشادلة 
فردية واحتحنا الى عدد زوجي من الماقلات البسطة لنجعل AUi! ada‏ 
لمتبادلة الأساسية فإن المتبادلة النائجة ( المتبادلة الأساسة ) تصبح فردية 
وهذا ينافي كون المتبادلة الاماسة لاتحوي آي انقلاب وهي متبادلة زوجة . 

۵ - ۷ التطبیق التعدد اطبة : لکن ظ فراغا شعاعاً معرفاً 
على الخقل التبديلي 8 و ؟ تطبيقاً ل ”8 في 2 يربط بين كل عنصر من 
E?‏ مثل ( و2 و... و وه ,2 ) بعنصر من K‏ ترمز له ب : 
f(a,,2,,..., ap) 2‏ 

نقول عن هذا التطسق ۶ انه متعده اخطة من الرتة م فها إذا كان 
خطياً بالنسبة لحكل شعاع من الأسْعة ره ,... ,يه ,ره أي إذا فرضنا 
ر”*ة جرع - رج فانه بکون : 
(وه و ...و2 وه.- و و9 وی )2‏ = (م32 , . . . رر”ة + كة , . . . ر ع3 , 31) ١‏ 
j + f(a, ags... ajy e., ap)‏ 
f (asas, - -À ajs..e, ap) = Àf (a1, agy... azp. +o, ap)‏ 

ودلك مها كان :1 > 2 . 

f(2a,,a,,..., ap) cL‏ فرص ( وه ,... ,وه ,یه ) فاعدة 
قانونية لفراغ الشعاعي ظ وأن a,‏ معرف بر کاته علی هذه القاعدة 
Jem‏ : | ' 

aj -(aj,0a,.... aj") - È aj e 
ye 


۳۸٩‏ س 


a 


f(a,2a,,..., a) n 2 «^ f (ei و22 و‎ 


-> âp) 
i = 1 


n 
= رر‎ Q” 2 a2" D (6.6.5413 0x3 3p) 
i=] iz = 1 


n n n 
- Q” 2, 45 eis 2; Aar E (Cre Eri 


۰ se) 
11771 


iz: =] ip — 1 

۰ - ۷ اللطمق التعدد الاطمة التناوب : نقول عن التطسق 
التعدد اخطة 

(44,2,,..., ap) — f (a,,2ag,..., ap) 
: إنه متناوب فما إذا كان‎ 
1 )31 (م2 ,... ,38 و‎ = O 
. إذا وحد عددان غير هتساوبين ز,1 يحسث يكون زع - به‎ 
إذا فرضنا بو + × = به = زج فسوف يكون استناداً الى کون ۴ تطسقاً‎ 


"wm 


f(m,...xy,..,xy,... ap) -f(a,..,X,.., Xx, .. , aj) 
tf(n,...y,..,X,..,ay) cf(a,,..,X,..,y ,.., a4) 


tilassa Y 252 Y 3 38.) 


إن القيمتين الأولى والأخيرة من القم الاربعة السابقة معدومتات 
obyt eY‏ متحولن متساويين ويبقى لدينا 
XE 1‏ لوقاو بن و ی او و 8۵ ۱۲ 


0= (و2 و..ر ۷ و. 


- YAN - 


وهدا بعنى أنه إذا بأدانا بين متحولين من متحولات تطسق متعدد 
۱ 7 تعريف المعين : لتکن ۸ مصفونة مربعة من السعة ‏ 
نرمز لأسْعة أعمدتها ب ,۸ ونکتها بدلالة هذه الاعد: بالشکل : 
(وذث ,.. ,و۸ ورش) = A‏ (3) 
للعرف تطبقاً نرمز له 2 Je det‏ موعة المصفوفات المريعة ذات 
السعة و بحيث نقابل كل مصفوفة ۸ بعنصر من 1 » احقل الذي عرفت 
de JE ade‏ الصفوفات الذ کورة » آی : 
det (A) - A(A) , A(A) eK‏ 
ونشترط أن يحقق هذا التطبيق الشروط التالة : 
)1( ^" إن التطسق ۲ معدد الخطة ومتناوب 5 
(ب) ‏ إها رمزنا ب ,1 لمصفرفة الواحدةفي جموعة المصفوفات المربعة 
ذات OD n án JI‏ : 
det(e,6€,,..6,) = A(l,) =1‏ 
. ۲ - ۷ فظوية : إن التطبيق المعرف سابقاً موجود وهذا يعني 
العنصر وحد . 
iab | à‏ لتكن المصفوفة : 


( و۸۵ , . . , وذ , بذ) - À‏ 


(4) 


-PAA ~ 


PP 
A, = (a! , a? و ۰.۰ و‎ qi) 


À, 7 (a! , و .۰ و و‎ Qa”) 


A EG sR) 
«$3! E وإذا فرضنا ( ره ر...ویه ری ) قاعدة في الفراغ الشعاعي‎ 
: عرفت عله المصفوفة 4 فانه بكون‎ 
det (A) = det (ag, eı + Q? e+... +a," Case 
«a1 €1 + Cp? Eg + ...+ مه‎ Ca) 
a£ كسب باعتار 006 تطمقاً متمدد اطة فاننا‎ lia إذا نشيرنا‎ 
شكلا يشبه التركبب (2) . يتكون هذا التركيب من عم حداً‎ 
: من الشکل‎ 
An! Ki, 2 . و6 رون و6 0 تون‎ 
(1,2,..., n) dl p LAS وذو رذ) عناصر‎ , .. ip) c 
ما أننا فرضنا ءل متناوب فان كل هذه الخحدود معدومة إلا الحدود‎ 
مثنى مثنى أي فها إذا‎ BU (iiss... in) الي تكون فما العناصر‎ 
. )1,2,..., 0 d d كانت إحدى متبادلات‎ 
وإذا لاحظنا أن المتبادلة (مذر..., وذرین) تنتج عن التادلة الاساسة‎ 
: يكون‎ «b y له ب‎ y من الانقلابات‎ 225 (1,2,...,n) 


")1-( - (و6 و . .و و6 ررع6) 066 1(7-) > det (e, , ei. , ۰۰» Cn)‏ 


- ۳۸ - 


إذا فرضنا ,: - (ه)ى,... ووذ »ع (2)ى , Ý g bal; o(1)=i‏ 
لعنصر من G,‏ جمرعة متادلات CEES)‏ و ذا Ls y‏ 


: فإنه يكون‎ ٤ي‎ = (—1)V 


(5) det A=[ Z e a a 2.a " 
gec, 9 9n O) Cca) 


ونما الطرف الاين معين تاماً والصفوفة لم مصفوفة كلفة من جموعة 
المصفوفات المربعة من السعة ى فان التطق 6ع موجود . ويمكتنا أن 
“نيرهن بسپولة آن التطبيق عع بالشكل )5( متعدد اخطة ومتتاوب . 
w‏ يمكننا أن نيرهن أن : 
g (1,6, 6) 7 9 7 £(Ao A A7‏ 
(ية ...روث , y. det (A,‏ - 
وهذا يؤدي الى أنه إذا كان م تطسقا متعدد الخطة محقق العلاقة : 
g (er, ers.. a) =1‏ 
ganl liag g= det ob‏ على أن التطسيق 6ع وحد . 
ننسب عادة المعين الى رتبة مصفوفته فنقول معين من الدرجة هج عندما 
lan:‏ بمصفوفة مربعة منتظمة من السعة nxn‏ 
۳ - ۷ أمثلة : )١(‏ إذا كانت المصفوفة ۸ من السعة 2< 2 
خإننا نتنتج من (5) أن : 


1 


a, و‎ 
det A = det - تون . رن‎ - Qil. Q? 


a Q2? 


œ “4+٠ a 





وذلك لان ,6 نحوي متبادلتين فق هما (1,2) »> (2,1) الاولى 
Lei «DAS exa‏ 


نرهز .عادة inal‏ المصفوفة ۸ يحدول المصفوفة ذاته موضوءاً بين قطعتين 


مستقمتن ساقولتین آي : 
i |‏ 7 | 
بت det‏ 
a,‏ 012 


.ب ارين فإنه کون لفحموعة (3 ,2 ,1) ست متادلات ثلاث منا 


o. Qa 2 1 A 
« Qa — Oa ٠. 01 


a? Qs 








زوجة وهي : 
}3,1,2{ , }2,3,1{ , }1,2,3{ 
وثلاث منبا فردیة وهي : 
]035251 ...2515337 4 228 
وتكرن عندها قمة المعين من الدرحة الثالثة : 
۱ 


1 1 


Qi Qa Qs 
رين‎ Q? Q |= 
a) o, ay 


- (219 . ڈو و "ر‎ + )-1(" . as! as? ai! + )-1( ۰ as! as? as? 
* (72. a,! a? a? - (71)? . aaà as? as! + )-1( . asl aa? a? 
= Qi! وي اوي + وي وچ‎ au) t as! a? a 

ري وي اوي س وي ږې اوي س وې وې ارین — 


=- PA- 


بعض الخواص الر ئدسية لامعينات : 
۶ - ۷ ادا كانت ۸ مصفوفة من السعة laly nxn‏ کان A۸۲‏ 
منقول هذه الصفوفة فان : 
det A = det At‏ 
البرهان : لأخذ حد من حدود منشور اللمعين المتعلق ب ه ولنفرضه 
من الشکل : 


%6 * “۰ ري“ روم »ىع )1( 

شادل بين مواضع المضاريسب فبه يحيث تصبح فه الادلة الدنيا مرتبة 
وفق الترتب الطعي A5 (1,2,..., n)‏ ندها الادلة ÍK Uall‏ 
جدیدا شرضه t(n)‏ ۰ . (2) > (1) > ومن الواضح أنه ادا کان عدد انقلابات 
التادلة م زوحاً نان عدد انقلابات + زوا واذا کان العدد الاول 
فردياً فان الثاني فردي ابضاً وذلك لان الانتقال من ى الى المتادلة 
الاساسة مجري بعدد من الانقلابات بساوي عدد الانقلابات الي تنقلنا من 
المتبادلة الاساسية الى المتبادلة > . ان هذا يؤدي الى أن م6 ه +6 حسب 
تعريف هذا الرمز ويأخذ الحد المذكور الشكل التاليى : 


Ta) . T (a) 
3 A 


Eta a '&‏ )2( 
إن JA‏ | هو الد المقايل من ^—25 J-»l det At.‏ )4( من منشور. 
U^, (Y)‏ متساوبان م برهنا وبهذا يثبت المطاوب . 


à d عکن استناداً الى هذه النظر بة أن‎ : ám v - YO 


- y4Y - 


تعريف المعين وفي كل هن النظريتين التاليثين كامة سطر بكلمة مود 


7-5 إذا كانت 8 مصفوفة نتحت عن مصفوفة مريعة 4 باضافة 
اعد (azi‏ بعاد ضرب مرحكاته بعنصر 0ع kK‏ من القل × 
det B- det A. o6‏ . 
etba ito Aio besos)‏ 
o Àj, ) t kdet(.., Àj, Ap)‏ ريك 2det(...,‏ 
det A‏ = 
۷ - ۷ !دا كان أحد أعمدة المصفوفة ۸ detA - 0 ob NT‏ : 


Aa) =‏ ...5 0,.ارية) )ع0 - det(A, , .., 0, .-, Aj)‏ 
0 > (يك ,. . ,رط , . . , بذ) )ع0 . 0 - 


حيث يكن كتابة كل سُعاع صفري علی شکل جداه العنصر 
الصفوي من القل × بشعاع كبفي . 


وهکذا مکننا اعقادً علی التعریف وعلى النظريات الأخيرة أن نلخص 
الحواص الرئيسية للمعين ها يلي . 

l3) (v)‏ كانت 8 المصفوفة الناتحمة عن المصفوفة المربعة 4م بمادلة 
أسطرها مع pael‏ ( مع المحافظة على الترتتب ( det Ac det Bob‏ | 

(؟) إذا كانت 8 المصفوفة الناتحة عن الصفوفة الربعة ۵ بم ادلة 
سطرین ( مودن ) det B- - det A ob‏ 


(v)‏ 53^ كانت B‏ المصفوفة النائحة عن المصفوفة المربعة لم بضرب 


-YAY - 


: همود ) بعنصر ع من 1 غير صفري فإك‎ ( jhe poli wx 
. det B= k det A 
(؛) إذا كانت ظ الصفوفة النانحة عن المصفوفة المربعة لم بضرب‎ 
هذه العناصر الى‎ aet E K مود ) بعنصر من‎ ( jaa pole pt 
. det B - det A العناصر المقابة من سطر ( ود ) آخر فان‎ 

)0( إذا كانت أسطر «صفوفة مريعة ۸۵ آو امد مرتبطة خطاً 
فان 0- ۸ 300 ويشكل خاص إذا تطابقى سطران ( عحمودان ) في مصفوفة 
۸۸ أو إذا كانت e‏ عناصر أحد الاسطر ( أحد أسدة ) أصفاراً 
فان 0 - det A‏ . 

وعلى العتكس إذا كان 0 عحد ۸ 006 فان آسطر الصفوفة 4 ( وأعمدتما 
کذلك ) مستقلة خطاً آي آن الصفوفة ۸ منتظمة . | 


ضرت السنات : 
YA‏ ۷ إذا كان و 8 مصفوفتين من السعة ص كام معرفتين على 
حقل واحد 1 فان : 
det (B. A) = det (B) . det (A)‏ 
البرهان : لترمز ب A,,...,A,)‏ , ب ) لاسمدة 4 فيكون استناداً 
الى تعريف ضرب الصفوفات [۷-۸] . 
B.A-(B.A,, B.A,, ... , B. À,)‏ 


حصث اعتبرنا بهم مصفوفة من السعة 1×١‏ . 


- ۳۹ - 





: و 4 متحولا وللعرف التطسق‎ US B oce! 
à) f(A, As,.., Aj) 7 det (BA,, BA,, BAV 
نيرهن استناداً الى کون تابعاً متعدد الخطبة ومتناوياً على أن‎ 
: متعدد الخطية ومتناوب ونتوصل بالطريقة الي قدمناها في [ ۷-۲۲] ای‎ * 


f(A, As,.., A.) = Ê(I,). Z fr a, 0 aO s dum 


Tt > ۰ 
= f (1,) det (A) 
. n à حيث ,1 مصفوفة الواحدة من‎ 
: فسوف نحد‎ 1, A إذا استعضنا فى العلاقة (1) عن‎ 
f (1) = det (B e, + B e, + - . . B €n) = det (B) 
: وذلك لان‎ 
Beo-B,, Be-B, ..., Be-B, 
تعتار رم مصفوفة ذات رد واحد کل عناصرها معدومة إلا‎ Cc 
, يساوي الواحد‎ «b i العنصر ذي الرغ‎ 
: JU تقدم تأخذ العلاقة (2) الشکل‎ U iai 
f(A) = det (B. A) = det (B) . det (A) 
. وهو المطلوب‎ 


نشر امن وفق عناصر سطر ( آو عود ) : 
y - YA‏ تعريف : (AUI Gall uem‏ عن المصفوفة المريعة 


- ۳۹۵ - 


bI unm >‏ مس 


زربي ]اع Jig À‏ السطر والعمرد c‏ محوبان au‏ صغير العنصر a“‏ 
ونسمي حاصل ضرب معين هذا الصغير ب *+(1-) المتمم اعبري 


د رن ونرمز له ب “بل . 








1 1 
Qı Xe 
فا لصفو فة : هي عبر العنصر وي من المصفوفة‎ 
Q, و4‎ 
1 1 1 
ai! as! 0 QA: Qz 
8 5 ا‎ e a, a, as; 
aq)? a. 3 3 3 
1 2 Q1 (t. (3 


المتمم البري ”ره . 


: نظرتة : اب‎ ۷ - ۳۰ 
dct A = gq, A, + ak A, +... + qk A, 

آي لساب معين مصفوفة رجڪفي ان شرت اض اغد ala‏ 
المتممات اليرية الموافقة لها ثم نحمع الناتج ( تسمى هذه القاعدة نشر Gell‏ 
وفق عناصر السطر ذي ار ۶ ) . 

ola ali‏ : لنعرف تطبيقاً م على موعة المصفوفات المريعة من السعة 
gis nxn‏ تنتمي مر كاتا الى eK gb‏ تقایل كل مصفوفة 
ja A-(A,;A,,..., À,)‏ من ا هو : 

a Akta A+... +a ھے٣‎ 
: أى‎ 


F(A) - f(A; , Ao, .., A) gy AF... طيخ كلمج‎ 


- YA - 


فإذا ol Lag‏ هذا الأطبيق ie‏ جميع الشروط المذحكورة في 
7-١ [‏ ] وبا أن التطبيق الذي يحقق ه ذه الشروط وحد بکون 
hs f(A) = det A‏ الطلوب , 

لنيرهن أولاً أن التطبيق المدذكور متناوب ولنادل من أجل ذلك 
بين العموديئ الأو QUI, d‏ ( إن البرهان ماثل لو بادلا بين Gi‏ 
AS‏ ) فتبادل بذلك العمردان الاول UL‏ في صغيرات العناصر 
Ak, AE, soos AS ok cell ob dO, aut, aat, oa?‏ 
تغير إسارتها . أما A;‏ , نی فبي تغير إسشارتها كذلك لأن المضروب 
**(۸-) الوارد في تعریف التمم اطبري یفیر (شارته بسبب تادل 
موضعي العمودين الأول واثانی وهکذا حد أن : 

f (Aa, As- -0 An) = -f (AL, A25 - -> An) 

لنيرهن بعد ذلك أنه إذا تطابق العمودان الأول والثاني في 4 ( ان 
البرهان ماثل لو تطايق تمودان كيفيان ) فإنه يتطابق العمودان الأول 
foU clam d aU,‏ "م ,۰۰ ,کي رین واالتای کون 
Ak = ...= Ag =0‏ = یش . آما الحدان الاول والثاني فلا مختلفان عن 
بعضها ( لطانق العمودین الاول والثاني ) الا بالاشارة وعلى هذا فان 
0= (۲)۸ عندند . 

وأما پرهان تعده خطبة التطبق وأن =١‏ (۴)1 فتر كه للقارى, , 

۱ - ۷ ملاحظة : ها أن معين مصفوفة يساوي معين المصفوفة 
المنقولة عنها فائنا نستنتج من النظرية الاخيرة ما يلي : 


det A = aç Aja, AL Foo aC A." 


۳۷ 


أي أنه للحصول على معين مصفوفة نذخرب عناصر أحد الاحمدة بالمتماته 
المبرية الموافقة ثم نجمع الناتج ( تسمى هذه القاع دة LX‏ المعين وفق 
عناصر العمود ذي الرم (k‏ . 

مثال : 


احسب قمة المعين : 


2 1 0 
6 2. -2 
3 -3 1 


لننشر المعين وفق عناصر السطر الثاني فنجد أنه يساوي : 


2 0 


6x (1 *! + 2 < (—1)?+2 " 
1 














-3 1 


+ )-2( × (1+ 








0 - -)9—( 2 + (2) 2 + (1) 6 - - 
لنلاحظ أنه من المفند أن ننشر المعين s‏ عناصر السطر أو عناصر 
العه, . الذي محوي أ کر عدد مکن من الاصفار فاو ضرینا السطر الثالث. 
د 2 ثم أضفناه للطر الثافي فإننا نجد أنه يساوي : 


2 1 0 

12 -4 0 

3 —3 1 
- ۴۳۹۸ - 


وبنشر هذا المعين وفق عناصر العمود الثالت نحد : 








1 X )-1( 3 = — 20 
12 -4 
e e . 
: للسحة‎ ۷ _ ۲ 
a A + a Aji +..+ aa“ A, =0 (k Æ j) 





ax! Aj! * a? A; +.. + ak" Aj" = 0 (k 553)‏ 
البرهانف : لتكن ۸١‏ المصفوفة الناتحة عن ۸ برفع السطر ز ووضع 
السطر ا بدلاً منه فعندئذ يتطايق السطران زو طا من يم ويڪون 
0 - 060۸ . لننشر الآاث Py detA‏ عناصر السطر 1 فتحصل على 
المعادلة الاوی . للحصول علی الئانة نسلك الطریق ذاته مستعملن امد 
۳ - ۷ للمحة ( ۲) : لتكن 4 المصفوفة النقولة لصفوفة التمات 
J à‏ ه أي الصفو فة : 
A; AS ... Ag‏ 
"يذ ... A, Ag‏ 


AS OA ... تیش‎ 


nas det A go 2 jus dU, A LX e (det A) من الواضح أن,1‎ 


A LA =l, sė ple 
detA 


- ۳۹۹ - 


)۳ - ۷ تعودف : نقول عن ES nn áa-J y B 4 a^‏ 
مقلوب أو معكوس المصفوفة ۸ من السعة ذاتها » إذا تحقق ما بلى : 
( 1 الصفوفة الواحدة ) 1= A.B = B.A‏ | 
برمز عادة المصفوفة 8 معکوس ااصفوفة ۵ بالرمز ۸-۰ ولااتالي 
[ - ۸ . ۸۳1 - ۸۳ . ۸ 
ومن النتدحة [+”-؟] 4ل أن مقلوب المصفوفة ۸ هي المصفوفة 
A‏ 0 
pam det /‏ 
نستنتم من sia‏ العلاقة ومن لخاصة (ه) من [ ۲۷ - ۷ ] ما يلي : 
۵ - ۷ نظرية : الشرط اللازم والكافي لكون لمصفوفة A Án) p‏ 


مثال : آوجد مقاوب الصفوفة : 


إن معين المصفوفة ۸ هو ,2 كأ رأينا » 


det A = —20 
: اأتمات اليرية هي‎ Sis 


6 —2 





=-4 , A= (1) = -12 











3 1 


T Qee m 



































1 0 
A41 - (21) -—24 , A,? x (—1 د‎ et 
3 = -3 1 
0 
Ap’ = (—1)* =2 ةيلثم و‎ - )1(5 =9 , 
3 1 3 -3 
A, - (—1)4 = — 2 
—2 
2 0 
Ap = (—1) =4 , Ap =(—1)' =—2 
6 -2 6 2 





: - a -۵ 
AT! = 20 | -12 2 4 | 
—24 94 —2 


دم ب ملاحظة : ساب معنات الصفرفات من السعة 3-><3 
تكتب الى عن المصفوفة العمودين الأول والثاني على التوالى : 
a; a, a a as‏ 
a a, as aj; o;‏ 
qj a, aj aj a‏ 
فاذا أمعنا النظر في النتحة التي حصلنا [v-vr] o* (v) d lel‏ 
لاحظنا أن الحدود المسوقة باشارة + هي جداء عناصر القطر الاسامي 


i 3 


25 0 01 وح ناء عناصر القطرن ov Jl A!‏ له من امن 5 


مت ات و سانل 


آما امدود المسبوقة باسارة ‏ فبي جداء عناصر القطر الثائري asata‏ 


مع جداءات عناصر القطرین الوازین له من امین . فلحساب 


ا معين : 


2 1 0 
6 2 -2 
j -3 1 


تكتب الى ممنه العمودين الأول والثافي فنعد : 


2 1 0 2 1 
6 2 —2 6 2 
j -3 1 3 -3 


إن جداءات عناصر كل من القطر الأسامي والموازيينله هي 4 ,6- ,0 
Ul‏ جداءات عناصر كل من القطر الثانوي والموازيين له فبي 12,0 ,6 
و لذ لك فان و ~ قمة المعين هي . 


4 - 6+0 - (0+12 + 6) - — 20 
١ تلسقات‎ yer 


۳۷ - ۷ نظرية : اشرط اللازم والعافي كى تکرن آعدة الصفوفة 
۸ مرتطة خطاً هو أن - 0 - 6۵ . 


- ¥ - 


البرهان : إذا كانت sael‏ ۸ مرت طة طا J$ alaj‏ نستطیم el‏ 
نکتب ael aol‏ ولکن ۸ کتر کب خطي من الاعمدة الاخرى : 
وذ .لل + . . + وذ AU, A= Àz‏ نکون : 
(مث ر..وية A,) - det(Àa A, +.. + Ào An s‏ , . . , يذ , يذ) غ06 
0= (يذ , . . ر يذ Àsdet(A,, Àa,.., Ap) t .. c Àa det (A,,‏ = 

وبالعكس إذا كان 40ء فان الاعدة مرتبطة خطا لاما لو كانت 
P iE Lbs ji‏ مقاوب Jv, Ami‏ 3 ال 106 - ۸-1 . ۸ › ومنه 
det A. det A7! —1‏ الا مر الدي ينتج عنه ol‏ 0 عوج lA. La, det A‏ 
مخالف للفرض . 

مع - 7 نتيحة : الشرط اللازم والكاني كى تكون أسطر مصفوفة 
lh da A‏ هو آن کون 4-0 اء ولبرهان دلك نستبدل بالصفوفة 
المصفوفة النقولة 'لى فى النظرية السابقة فنحد الطلوب . 

وخ ل فى تعمن رتة مصفوفة : 

تكن [ذي ] - ى مصفوفة Jbg mxn ido‏ >1 . تشكل 
ial‏ آمدة الصفوفة ره ر..ی۸ فواغا شماعاً حزئاً 5 من “× . 
ما تشكل أشعة أسطر المصفوفة » "۵ ,.., ۵ فراغا سعاعا Lsj‏ 
1 من "16 . نسمي عدد آیعاد الفراغ الشعاعي اطزفي 5 الرنة العمودية 
لمصفو 45 A‏ و نسمي عدد آرعاد الفراغ الشعاعي 3 i5 JA U‏ السطر بة 


للمصفوفة ۸ . 


ب ۴ 


٠غ y‏ نظرية : لتكن [.»] - ى مصفوفة من åa‏ ظ < 30 
على المقل 52 . أن الرتبة العمودية والرتبة السطرية A J‏ متساويتان 
وتساوبان م رتبة التطبق الخطي المرافق له . وتكرن أكبر 
مصفوفة مربعة حزئة منتظمة من ى من السعة مام . 

(YVA € YYN € YY 4 Ad انظر الهارين‎ ) 

استناداً للنظرية السابقة وإلى التعريف [۷-۱۷] نجد : 

A uli v - ۱‏ : الشرط اللازم والكافي لتكون مصفوفة مربعة من 
السعة م > م منتظمة هو أن تكون رتة هذه الصفوفة تساوي 1 . 


مثال : إن رتبة المصفوفة | ؟ م + ] تساوي 2 . 


-1 0 1 
1 0 -1 

ورشة ia‏ 1 3 | تساوي و لان معنها غير معدوم 
1 5 0 


وبالتای فبي منتظمة . 
a Je ۷ - ۳‏ معادلات خطبة : 
لتكن لدينا حمل المعادلات الخطة التالية في المتحولات م» ,.. , ,» : 


as Xs + ..+ au! X, — Û,‏ + إلا أر» 
Ga Xa = Û»‏ + يك و + و 1 
)1( 


0۳ ولا “وين ل ربعا‎ + .. + Xa = Du 


~ SOf س‎ 


م د هق ... .ىق عناصر معلومةمنا قل >1 


نسمي المصفوفة [ أي ] = 4 مصفوفة الامثال حموعة العادلات )1( 
وسارمز ب 50 للنطبيق الحطي من K*‏ الى × الرافق A piad‏ 
بالنسبة لقاعدتين الطبيعيتين في 55 و "ع . 


9۰ Xi 5 
Ba 


X s 


و K^‏ على الترتاب لامكن كتارة حم العادلات )1( بالعادلة الصفوفة : 
Ax=b  (EXax-fi,j-1..m)‏ )11( 
1-1 
وفي الالة التي يكون فها الشعاع ٠‏ هو الشعاع الصفري تصبح 
ak‏ 11 بالشکن : 
(III) Ax =0‏ 
ونسمي امك في هذه Ibl‏ حلة متحانسة . 
وإذا نظرنا في ü pial sarl iani‏ ۾ لتمكنا من كتابة 11 بالشكل : 
(IV) x, A, + Xs A2 +.. +X, A, =b.‏ 
إذا كان x'»x‏ حلن e‏ المعادلات 1 فان ٠‏ 
A (x — Y) -0‏ 
وبعمارة "I . Ti(x- x) -0 Lib‏ فان الشعاع × - × apr‏ 
لنواة التطيق الخطي م1 . 


-i1.0-— 





: أنه اذا کان × حلا ملد العادلات 1 فان کل سعاع من الشکل‎ p 
و‎ + 7 : z€ Ker T, 
۰. المعادلاات 1 . ومنه‎ jr حل‎ £u هو‎ 


à jJ) v - ۳‏ : الشرط اللازم والكفي $ D ded o.‏ حل 
وحيد ( إن وجد ) » هو أن يكرن )0( ker Ti‏ » أي أن تكون 
رتة مصفوفة الأمثال تساوي « . 

ومن حبة ثانة »> ادا کانت )42 pda CA ( BAT åd haa‏ 
فبوجد buf p‏ من أعمدة 4 مستقلة خطاً . لنفرض أن هذه الاحمدة 
هي م۵ ,.. ,رش . تشکل هذه الاعمدة فراغا Ke y U Uje Lelaz‏ 
عدد أبعاده م ویکن عندئد کتابة العادلة 1۷ بالشکن : 

(V) xı Ar +.. Xp Ap =D — (xp +, Ap +, + °. + ×4») 


نستنتج من هذه العلاقة أن الشرط اللازم والكافي لكون للحم 
I‏ حل هر آن یکون الشعاع ‏ منتميا الى الفراغ الشعاعي cU dày‏ 
iJ! oJ dii,‏ وذ U J Au A,‏ . وعن دها مها كانت 
Xpres Xa‏ من × فیمکن نت 39 عناصر K j^ xao X‏ 
تحقق BAJ‏ (۷) . وبا آنه مکن اعتار الاسعة à P3 ALL... A,‏ 
JE (UE ooa iiS gb U‏ وحد . وبدذلك نکون فد برهنا 
النظربة التالة : 


. نظر بة : لنفرص أن رئسه الصفرفة ۵ » مصفوفة أمثال‎ v - £i 


- fe- 


المعادلات 1 حل × من أجل‌قمةمفروضة د ط هو أن بنتمي الشعاعالعمود 
el ul b‏ السشعاعي الزلي ( ذي ال p‏ بعداً ) من 1:۰ والتولد من أسعة 
أمدة الصفوفة ۸ . وعندها YE p ia‏ و 2,۰۰۱ بشکل وحد 
في حين أن بقبة ال م-ه بحبولاً تبقى كفية . 

۵ - ۷ ملاحظة : (۱) نستنتج من العلاقة ۷ أنه إذا کات ظ 
الشعاع المعد وم » أي إذا كان لديناحملة | لعادلات التحانسة 111 فان 0 x,-..— x,‏ 
وإلا كانت الأسْعة مث , . . , به مرتبطة خطباً وهذا مخالف الفرض . 

وفي الخالة ه - م يكون له العادلات التحانة 111 حل وحدهو الصفر 

(Y)‏ ادا m-n o5‏ فتکرن مصفو فه الامثال ۸ ias ya‏ من السعة 
دعام . إذا ضرينا المعادلة الاولى ب اه والثانة د 2ه ... والاخيرة 
ب "ر4 ( التمات الجبرية ) وجمعنا المعادلات الناتجة وجدثا أن | 


(det A) x, = Û, A, + B, A, +..+ B, A, 
إن قمة الطرف الايمن من العلاقة الاخيرة مثل قمة معبن مصفوفة‎ 


تنتح عن المصفوفة ۸ برفع العمود الاول ووضع الشعاع ط عوضاً 
عه وبالتای : 


(det A) X, = det (b; A,,.., A,) 
: A det A 250 فاذا کان‎ 


: det (b , A2, ..., An) 
1 det A 


ته Vy‏ 5*0 سه 


وبوجه عام محد : 


x » JEHA, see, Aic b, Anges Ag) 
i det A TET 


i-21,.,n 


نسمي قاعدة حل حملةالمعادلات الخطة بالدستور الاخير قاعدة کرامو . 


- A - 


مار بن JM‏ 


۹ - إذا كانت 

0 2 1- 7 1 6 2^7 0 1 
| د | C-|-3 1 4 , B=‏ 
poa‏ و 2 
فأوجد ما بلى : 


جه 


DB, DB, CD, DC, 3D'—2B' ,D+C,2D+B 


2D=2 -1 2 dl. 4 2]‏ 
8- 10 6 4— 5 3 [ 
7— 5 4 7 1 6 0 4 2- 
2D + 8- | 6 9 5 4 ۳ Ad‏ 
إن امم ٥‏ +0 غير معرف (لاذا؟) . 
حسب تعريف منقول مصفوفة نحد أن : 


-1 3 6 4 
veja 1 TOE s | 
0 -4 -7 2 
: ومنه‎ 
-3 9 —12 -—-8 
so- | 6 3 j zu ف‎ 3 
0 2 14 4ج‎ 


~ oA a 


- 1 15— 
D' —23B' = | 4 5‏ 3 
6- 14 
ومن أجل الجداء 00 نجد : 
6 2 7— 2 0 1 0 1]2— 
DC = —3 1 4 =‏ 
10- 19- 4— 9 6 2 4- 5 3 


sė DB shab) Jcs, (Chl) معرف‎ A CD slabi Lf 
. ) معرف (لاذا ؟‎ 


من أحل الداء 58 نحد : 
6 4— 4 6 0 2 1— 
عد 5 1 = DB‏ 
29 51 و و 4ه 5 3 
2 1 1 
» ۵ ۲ - إذا كانت لديئاالمدفوفة 1 1 ١‏ = 4 فأوحد المصفوفة 
1 1 2 


[ - ۸ + 2۸2 - ححث 1 مصفرفة الواحدة من المرتبة الثالثة . 


IRIE: 


No p m 
mò jah pad 
mà b N 
N mò aà 
mh —— bo jh 
mò wò N 


n a A 
^ UU A 
ON هه‎ tn 


- je ~ 





—12 —8 60 1 1 
دوجوو‎ | =s —6 —8 Jef: 1 
—10 —8 —12 2 1 


1 0 0 —10 —7 —8 
T |: 1 0 | - | —7 —4 —7] | 
0 0 1 —8 —7 —10 


۱ - لیکن ۷ فراغاً سعاعياً على الحقل 2 عدد أبعاده 2 . 
(e, 6) os‏ 56 دة في ۷ . لیکن ل ج ۴:۷ ,۲ تطسقین 
خطيين معطين بالعلاقات : 

و© 2 + ,ع 3- (يع) 1 و T(e)22e—€‏ 
F(e)-5e te , F (e3) =€ +e,‏ 
)١(‏ أوجد الصفوفة الرافقة لکل من 1و ظ و .ToF 3 FoT‏ 


(Y)‏ آوعد خیال الشعاع 4- 3٥,‏ = نا وفق كل من التطسقات 
1 9 ۳ و 01 ۳ . 


الحل : )١(‏ إذا كان [ ج ] = 4 الصفو فة الرافقة التطبيق اخطي 
T‏ بالنسية للقاعدة (يء,,») فجب أن يكون : 
2 
T(ٍ)= Zaid , J=1,2‏ 
i=]‏ 


2 1 
و© “زف + يع أرج = 


ار رز ]۸-۱۵۸1 


2 ۱۱ س 





وإذا كانت [ ارط] - 8 المصفوفة المرافقة للتطبيق الطي ۴ بالنسة 


للقاعدة ( وع , ره ) قحب أن يكون : 


2 
F (ej) = X bj e; ۱ 2و 21 ل‎ 
1 1 


5 1 
Bene d | 


وكا نعلم إن المصفوفة المرافقة للتطبيق المركب 507 بالنسبة للقاعدة 


ومنه نحد أن : 


(ي© ويع) هي مصفوفة BA slabi‏ أي 


7 9 3 2 1 5 
BA = =‏ 
adlad ikad‏ 
يا أن المصفوفة المرافقة قتطسى المركب 707 بالنسبة للقاعدة 
( وه , ره) هي مصفوفة الداء G| AB‏ : 


5 13 1 5 3 2 
"Lolli as)‏ 
1 3— 1 1 2 1- 
هنذا ويمكن الحصول على المصفوفة المرافقة 19 اخطي 0۲ ۲ 
بالنسبة للقاعدة (ء , ,ع ) بالرجوع الى التطبيق الر کب ۲ 0 ظ فنجد : 
(Fo T) (e) - F(T (e) ) = F (2 e, — e2)‏ 
( # تطبيق خطي ) 2F (e) — F (e)‏ - 


- ¿iY - 


(وه + رع) - (وع + رع 5) 2 عه 
9e, +e,‏ = 
Gl M,‏ : 
o T) (e) - 17 e, + 5 es‏ 
ونحصل على المصفوفة المرافقة .84 . 
وبصورة مشابة مكن أن نحصل على المصفوفة ۸8 المرافقة ل م1 
(۲) یکن آن مثل الشماع » بشماع مود |" | ونحصل على خيال د 
وفق 7 بالجداء المدفرفي : 


لس 0 


: أي أرف‎ 
T (u) - —6 e, — t1 e, 
: بتطق ۲ مباشرة فتحد‎ u JdL و کان بالامکان الصول على‎ 
T (u) = T (3 e; — 4 (وه‎ 
s3T@j=4T (e3) ) تطبيق خطي‎ 1 ( 


«3(2e,—e6,) — 4 (3 e, + 2 e2) = —6e, — 11e, 


هذا وإن خيال ن وفق 8 يعطى بالشعاع العمود : 


bod bu 


- £w- 

















وال u‏ وفق FoT‏ 349 الشعاع العمود : 


RLF i e 


: هو الشعاع العمود‎ ToF o^ u due, 


19 3 5 13 3 
A B = =‏ 
ا ا 
ويكن الحصول على a Jue‏ بتطبيق مباشر للتطبيقات السابقة على ج . 
a-mi hel _ VOS‏ | هندساً للتحو بل المعرف ف المستوي xOy‏ 
بالعلاقة ra] ; >] | c) y- Ax‏ مثلان نقطتين أو 
2 2 


: شماعن مدژها ه ) وذلك من أحل‎ 
۸ PR ا‎ | 
0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 
: الحل‎ 
5 1 0 X, 0 X, 
Ea) 
أما‎ . OX J 4l بالنسمة‎ | bls d^ وهدا‎ 
zx 1 0 X1 ۳ X, 
"n ل ]ل‎ 


- 114 





[anzi 
Ss € . تناظرا بالنسبة لمدأ الاحدائيات‎ 
[D EIU] 
تر کیب تناظرين : الاول بالنسبة نصف الربع الاول يعقبه‎ 
: تناظر بالنسبة لامحور بره . وأخيراً فإن‎ 


E A‏ م 


. بالنسة للمحور بهن‎ T qu 


1 1—i 2 
» © على الحقل‎ À = E 3 i aat سکن‎ 5 VON 
— 1 


حقل الاعداد المر كمة cL‏ 1-- 12 . أوجد كلا من المصفوفات التالة : 


AA «< A? «< iA 


الل : حاب تعرف vr‏ 797 من JE‏ مصفوفة نحد : 


1 1-1 2 1+1 2i 
iA =i 1+1 3 1 = —1 +i 3i 1 
2 —i 0 2i 1 0 


-$10— 


A*-A.A-|.14i 3 j 1 +1 3 | d 
2 د‎ 1 0 2 — 1 0 
7 Oil A 7 
== 4 + 6 1 12 2 + 5 1 


3-1 2-51 5 


ul 
1 1—i 2 | l1 1+1 2 
A. A' = 1+1 3 1 1—1 3 — i = 
2 —i 0 2 i 0 
~ 5—2i 4 1-1 
= 4 8+2i 2—i 


1—i 2—i 3 


۳ - لتکن ۸ د 8 مصفوفتين من العة ۸ × م على الحقل ك2 
برهن آن سود اء ۸ د ظ تدیل إذا کان حداء الصفوفتن ۸1 - B-)I2A‏ 
Las‏ من اجل کل عنصر ( من × وفي هذه الحالة Ol‏ 

: کان 8۸ - ۸8 فان‎ lj] : Jl 


(A — À I) (B — À I) = AB — %} (A + B) + ۶ 1 


B A — } (B + A) + 121 
ظ)‎ - A1) (A— 2I) 


- 1١56 - 


وبالعكس إذا كان من أجل كل ( من >1 : 
(A—4D(B—AD-(B—-AD(A—AD‏ 
فارل : 
AB — % (A+B) + 2I = 8۸-1 )8 + A) + 21‏ 
ومنه ol a£‏ : 84 - ۸8 وهو الطلوب . 
0 - لکن ۸ د 8 مصفوفتين من السعة م<ه ‏ إذا كان 
AB = BA‏ فان A7! B1 2 B7! A7!‏ وأن lal A'B =B A't‏ 
الحل : بأخذ معكوس طرني العلاقة a£ AB-BA‏ ; 
(A B)7! - (BA)!‏ 


لکن "T «( 215 ) (AB)7! 2 B7! A7!‏ تصع العلاقة الاخيرة من 
الشکل ۰ 


B-!A-! - ۸‏ 
Ael,‏ منقول طرفي العلاقة 84 - 8م نحد أن : 
(A B) = (B A)‏ 
وحسب خواص منقول مصفوفة ol o‏ نكتب العلاقة الأخيرة 
em‏ | 


۱ At Bt Z Bt At 
) 
| . وهو المطلوب‎ 


0 - أوجد المصفوفات المرافقة التطبيقات الخطة التالة : 


- ۱۷ - م - ۲۷ 


٠: ج23 :1 ومعطى العلاقة‎ 82 )١( 
T (x1, Xa, Xs) = (X1 — Xs > X1 + X2 + Xa) 
: العلاقة‎ hass F: RI — R? (v) 
F (x, ,X,, Xa, Xj) = (X1 , %3 — 2X4) 
: ومعطى العلاقة‎ G: R? >R (r, 
G (x, , X,) = (X; + Xg, X1 — X3, 2X, +3 X4) 


Ll Re o شعاع حيفي‎ DAS p EG) v 
. للقاعدة القانونة‎ 


R وو و یک ) من‎ 5 JL (Y^ Ya) = إذا رمزنا‎ (1) ۰ JA 
: أي‎ T وفق‎ 


T (x; , X2 , X3) = (yi » y») 


فتحد أرل : 


و وك عدرلا 


Ya = X1 + X, + X; 


وتکون الصفوفة الرافقة 7 هي الصفوفة : 


۳) و و و 29 و ود‎ 5, ( < ) ۷: Y4) : إذا کتینا‎ (Y) 


- ۱۸ - 


فنحد أثٺ 


y1 ا‎ 


Ya = X, — 2 X, 


: والمصفوفة المرافقة للتطبيق الخطي ۲ هي المصطفوفة‎ 
1 0 0 0 
B- 
001 -2 
G (x; , X3) = (Y1, Y2, Y3) 
فتحد آرت ۽‎ 
yı = X4 t X, "ss 


Ya = X, — X4 


وأن المصفوفة المرافقة للتطبيق الخطي © هي المصفوفة : 


1 1 
o-a a | 
2 3 
F: R2 —> 3 و‎ ۲ : 3 R لکن التطقان الطان‎ - ۲ 
: العرفن بالشکل‎ 
T (x, , Xo, Xy) = (X1 — X,, X — Xj) 


F (xi , X3) = (x, 3 Xi tX», X, — X3) 


۱4 


حبث (مخ , .. ,,« ) تثل هر كبات سعاع کيفي من ۸١‏ بالنسة 
Ac Ug‏ $ القانو نة : 
أوحد الصفوفات الرافقفء وواء كل من التطیقات i el‏ 
,۳ و01 و 10 واستنتج رتبة كل من هذه المصفوفات المرافقة , 
لمحل : إذا DlLgt c9 (y. y)eR? u$‏ 
ت( T(x,x,,x,)- (yo‏ فات : 
ولا yi 7 X,—‏ 
Ya = X, — X;‏ 


ومنه المصفوفة المرافقة ل 7 هي :ا 


LOT اخظي‎ ab sy ol 
Ker T = { (x, , X% , X) € R? : T (X1, Xs, X3) =0} 
: وبالثالى فارت‎ 
X,—— X3 — 0 
Xs — X, — 0 
Dd x -x-x,00 2 ومنه‎ 
Ker T = { (x, , X,, x;) € R : x, = x, = xy } 


, وامعد‎ T عدد‎ R7 من‎ Uj سعاععاً‎ (zl p تشكل‎ Ker T 


- ١ 


إذن رتبة التطبيق الخطي 7 والصفوفة 4 » الرافقة د ۲ » تساوی 2 
( عدد أبعاد R?‏ مطروحاً منه عدد Ker T slal‏ ) . 
من أجل التطسق 7 »2 إذا شتا F(x,,xs)- (yi Ys» Ya)‏ 
فنحد أرل : 
Yı = Xi‏ 
Y2 = X tX,‏ 
Ys = Xx — X,‏ 


1 0 
1 -1 

إن نوا التطسق اخطي ۲ : 

KerF-((xj;, x, &R? : F(x1,x9)-0) 
: o3 
Xi 2 0 
وا + 1د‎ - 0 
X, — X9 = 0 
 رفص وعدد أبعاده‎ Ker F - (0) أن - و - رید أي أن‎ a£ وهه‎ 
. 82 وتکرن رتة ۴ والمدفوفة المرافقة 8 تساوى 2 عدد أبعاد‎ 


إن المصفوفة المرافقة لاتطسق الخطي الى کت FoT‏ هي حمداو 


- 15١ 


للصفوفتن 8.۸ آي الصفوفة : 


1 0 1 -1 و‎ 1-1 0^7 
E | 1 0 -1 
1 -1 0 1-1 1 -2 1. 


ویکون التطق اخطي 63 جح 23 : 1 180 معطی بالعلاقة ( ناذا ؟ ) : 





(Fo T) (x, , x,, x = (x, — X2, X, — X3, X, — 2 Xa t X9) 
: ونحد بسبولة أن نواة هذا التطبيق‎ 

Ker (Fo T) - (0)‏ 
أي أن رتبة ۲ ه ۳ والمصفوفة 84 تاوي 3 عدد أبعاد 3ه . 
وبطريقة مشاءبة نحد أن المصفوفة المرافقة |. 8 760 هي المصفوفة : 


E a 
0 2 


— 


— mas 


1 
1 1 
1 -1 


ام 


1 -1 0 


tt, 


AB- 

















0 1 -1 


:' معطى بالعلاقة‎ ToF:Ri— R? ويكون التطبيق الخحطي‎ 
(T o F) (x, , X;) - (—X2,2x) 
: آن نواة هذا التطبيق‎ a£, 
Ker (ToF) » ((x, xj) e R? : (T o F) (x, , x») =0 } 
= { (x1, 0) : (%1,0) E R? } 
. واحد‎ slul من 82 عدد‎ Uje وهي تشکل فراغاً سعاعا‎ 
. .وتکرن )13 701 والمصفوفة 8 هي الواحد‎ 


-iYY- 


ملاحظة : عکن الحدول على رتب المصفوفات السايقة بالاستفادة من 
المعينات ( معين المصفوفة المنتظمة محخااف الصفر ) والنظرنة [۷-۰] ۱ 

۷ - لدینا اتطیق ۶ الذي يقابل كل مصفوفة من السعة 2 >< 2 
معرفة على حقل fas F‏ من هذا الحقل وفق مايلي : 


— -— 


1 
at e F‏ ر س او اي = 





g^ dx. 





فبل هذا التطبق متعدد LLb‏ بالنسة لأعمدة المصفرفة ؟ وهل هو 
متناوب ? 


JH‏ : إن 

















| 1 1 
0۱ t Di 0 
uv - (aj B.) ليه‎ — (a + Bi?) فيه‎ 
a FB aa _ 
- (a, a, — a? a,2) + (8, رن‎ ۵, a?) 
pe ow ue m 
a? aè | LB? a? 
Aa as ^a a 
د‎ À a! a4! —Aa aa = A f 
8 À a4? و‎ a1 Q: 














فالتطبيق خطي بالنسة للعمود الأول . 


- ۲۳ سه 


بطريقة عائلة نبرهن أن التطبيق خطي بالنسبة للعمود ال افي فبو 
متعدد اخطة بالنسة لاء*مددة المصفوفة . ولكن نلاحظ أن التطبيق لس 
متناوياً oJ‏ : 








a!‏ ون 
Qu «2! Ti a a; =‏ د aj! rem a2" a7‏ اوي = 1 
as as =‏ = 
ax!‏ 01 
aj ae _‏ 








ولي بكون منناوباً يحب Gus! d] au ol‏ نبادل بين صموديه . 


: احسب‎ - YOA 


-— 


1 0 2 4 


—1 2 0 0 
det 
3 1 -2 1 


0 1 2 0 


m doma 


اطل : اننشر المعين وفق عناصر السطر الأول فنیعد أنه يساوي : 


—— 














2 00 1 2 0 
(—1)!*!det| 1 -2 1 | + )-1(** * )2( ۶ 3 1 1 
1 2 0 0 1 0 
-a 2 0^ 
+ )-1(۱ *۹ )4( det | 3 1 -2 |=—4+2+64=62 
0 2 








سح ^ 


- /ذا کانت ۵ مصفوفة مثلشة من الأسفل ( داجع(4) [ 4]۷-۱ 


= ۲ 


فبرهن آن : 


det À = a! a 4? "W^ a. 
S QA الحل : لتكن المصفوفة المثلشة‎ 
Ta’ اوه مي‎ a ^ 
0 az aj & S? 
A = 0 0 as Ga 
_ 0 0 0 5 Qa 


و »— الدستور 2 ف | ۷-۲ ] ER‏ : 


O (1) O 
det A = Y ES 61 (1 Aud rs Qa (n) 
6 


اجموع مأخوذ من c Je!‏ متادلات CES}‏ 
le‏ أن 0- 9 a,‏ إذا كان c (i) i‏ حت Db i-1,..,n‏ 
1+- م6 ومحصل على : 


det A =æ ai! Qe? cw dn 


وهو الطلوب . 

ols nxn pae A bjia L6 3 . ۰‏ تناظر مائل 
إذا کان 0 1+1 في Je‏ الاعداد ۳ فرهن أن 0 - là] det A‏ 
كان « فردياً . 

( نقول عن iiia‏ مربعة لها ذات تناظر مائل L axe‏ 
)038 23 ون الوحت م 


~ LYO م‎ 


: aW الحل : استنادا الى تعريف المعين‎ 
det — A - det(—A1, —A,, ..., —A,)— 
« (—1)? det (A4,, A, , . . . , A) - (—1? det A 

وبما أن aem‏ إسارة جميع عناصر المصفوفة ذات التناظر المائل بعطي 
مصفوفة جديدة هي منقول المصفوفة الأصلية ©» وبا أن قدمة معين المصفوفة 
يساوي قبمة معين المصفوفة النقولة فان : 

det A = det At = det — A 
. ۸ حث ۸ منقول‎ 
: وهکذا ند‎ 
det A = (—1)" det A 
. فإذا كان « فردياً » عندئذ يكون 1 - *(1- ) وبالتالي‎ 
)1 1)det A - 0 


ولما كان 11220 0b‏ : 


det A = 0‏ 
وهو الطلوب ; 
"١‏ برهن أنه إذا كان 7 هو حقل الأعداد القىقة ob‏ : 
T 0 -1 3-5 6 `~‏ 
10— 2 8 0 1 
det -3 -8 0 -4 1 E‏ 
0-1 4 2 5 


—6 10 -1 11 0 


— اسر 


- 1۲ - 


ال : من العلوم أن 1+10 في ها ااعداد اطشفه . وامعان 
النظر ف الصفوفة نری آنا ذات تناظر مالل . وعا أن 5د عد ده 
فردي نستنتج استنادأ الى التمرين السابق أن قيمة ا معين تساوي الصفر 
وهو المطلوب 
۲ - لتکن ۸ مصفوفة من العة معام ولتتکن © مصفوفة 
مناظمة (S. nin P‏ و لکن A'-CAC-^!‏ . برهن آن 
det A’ = det A‏ . 
ال : استنادا الى نظربة ضرب المعنات نحد : 
det A’ = det C A CT! = det C det A C7!‏ 
det C det A det C7!‏ = 
وما اث قم المعينات عناصر من المقل ۴ وهذه تخضم للخاص._ة 
الشديللة يكون : 
det A’ = det C det C^! det A‏ 
det C C7! det A = det I det A‏ 
ولكن 1 -1ععل إذن : 


det A’ = det À 


1 


* ¥ ۲ برهن أن معان فأن درigaك Van dermonde‏ : 


1 X1 x4 e è + gn 

1 Xa x e و‎ > x4 
و شا‎ 

1. CX. x ruat 


يساوي (ع* - 115 , أي : ... ( ونا - يك ) ( يدت و ) ( يك سي )» 
JE‏ : يمكين أن ننجز البرهان بطريقة التراجع Yal:‏ لنفرض. 
آن 2 = نز فكون : 


1 Xi 
= X3 اسيم‎ X, 


1 x, 





وهذا ينسجم مع الجواب المعطى . لنفرض الان أن المطابقة المذكررة. 
صححة من أجل جميع الاعداد الصحبحة الموجبة التي هي أقل من م » 
ولنبرهن صحتها من أجل © 
لنطرح من العمود « العمود 2-1 بعد ضربه ب ر× ولنطرح من العمود. 


>ya n —1‏ 2 2 بعد ريه ب وكا وهكذا » فاحد : 


1 0 0 ۰۰ 0 
1 X, —X, X?—X,x, y ex € 4 
Aa = 
1 X,-— Y, Xa? را‎ X. ل كا‎ 
٠ لننشر وفق عناصر السطر الاول فهك‎ 
Xs — X4 X, X وعد‎ x  !-— x9 x72 
— 0 — 
Aa ~= r 
| x,—x, X4? — X, X, x,*7l— xix,*72 


إن الضروب x)‏ - مد ) ۵ ۳ بين سم عناصر P"‏ الاول. 
و ( رد - و ) c ov 5I ta‏ عناصر المطر au‏ وهكدا . LJ‏ : 


-~ LYA ~ 


و . .. ه*< 1 ١‏ 


3 
1 Xg s. X3 


۵. 7 TE Os — x) 


n--2 
1 XQ, 2. X, 


ولکن ما آن المتطابقة صحيحة من أجل 1- م يكون المعين الاخير 
مساو با xy)‏ و I‏ 9 

أي : 

(Xs — Xa) xem x;) و‎ Xi) 26s 

وه كلا محد o‏ : 

A. 7 (Xs — xi) (5 — x,) (x4 — Xx) (4 — xj) (Xa — X,) (X, — X) 
. = [ID ou — x) 
1 ۴ 


وهو المطلوب , 


1 1 0 para 0 0 
-1 0 1 0... 0 0 
Dy, =| 0 -1 وه‎ 19 0 0 
0 0 0... tn sn -—1 و0‎ 
E عبر هن‎ 


D, - sn ۷ T D, 9 


- 4۲۹ - 


الحل : لننشر وفق عناصر السطر الاخير فلحد : 


0 0 5 0 1 0 
0 0 ..0 1 و acl‏ 
D, —-(—1)9*-1 (—1) 0 —1 Gs 1 0.. 0 0‏ 
1 1— 0 0 0 
Qi 1 0 0 0‏ 
0 0 0 1 و60 1— 
وب و QX‏ 1- عا اماه 0 0 


ولکن العین الاخبر يساوي ,_رظ » آما العین الاول فننشره 
وفق عناصر العمود الاخبر الذي جميع عناصرة أضفار باستثناء العنصر الاخير 
الذي يساوي 1 فنحد : 


7 1 0 0 0 

Qs 1 0 0‏ ا 
o 1 0 0‏ — 0 ]+ :وين دورط 

| 9- و 0 1— 0 0 0 


D, 7 Qn Di sci t Dicis 


وهو المطلوب . 


— Po w 


: احسب معين المصفوفة ى التاللة‎ 2 VQ 


-— 


 t—1 1 4 
0 t—2 1 
j 2 t —3 


ثم أحسب معين المصفوفة d Jl! d$ ial!) A‏ لمصفوفة المّممات الليرية ) 
ر#قق من صحة المساواة ٠:‏ 
A. K = (det A)I‏ 
الحل : لحساب معين المصفوفة ننشر وقق عناصر العمود الاول فنحد : 
det A = (t —1) [ (t —2) (t —3) +2] +3 [ —1 —4 (t —2) ]‏ 
t? 6 2+ + 3‏ = 
لنحسب بعد ذلك الملمات الحيرية لعناصر المصفوفة لم : 


1 ب 


|- 2-5 + 8 
t—3 


A,! 2 (—1)!* ! det | s 
2 


بطريقة مائة ند : 


Aj -—3, -ايكث‎ 3)-2(, A?-11—t, A) - 0 —4t —9 


AQ3-25—2t, Aj-7—4t, Aj-t—1, A *ا-‎ -3 +2 


"0 و + و‎ 11 —t 74+ 
As z3 نت نت82‎ tail 
ud t2 D et 2-2 


یه 


: وبالتالى‎ 
det A = (t? — 5t + 8) [ (t? — 4 t — 9) (t? — 3 t + 2) 
— (t — 1) (5 — 2 t) ] — (11 — t) [ —3 (t? — 3 t + 2) + 
+3 (t— 1) (t— 2)] + (7 — 4t) [—3(5—2t) + 


-3(t —2)(0 —4t—9)] 


A. A 3)ع‎ 612+ + 13( = (det A) I 





“41 0 07 
0 1 0 
0 0 1 





وهو الطاوب ۰ 
۳۳۹ ب أحسب 1 -ه إذا عامست أن : 


am 








2 $5. 
A-|0 —4 2 
Sod. aed 5 


3 0 a 345: JH 
det A = — 46 
: وات‎ 
A= —18 , A2 = —1 , أيث ر 10 - 2 لیم‎ - 2 , A, - M 
Aj --—4 , Agi =4 , م۸‎ =5 , A سح‎ 8 


: هذا نکون‎ dr, 


~- ۳۲ - 


—18 —11 0 
Ji 2 14 —4 


4 5 —8 





— 2 -5 


۷ - حل حل المعادلات التاللة وفق قاعدة كرامر 
4 ح ۷ 2 ددع 
Xo y pl‏ 


0ح ج 3 د يبنو + 2 


OH 
4 2 0 
1 -4 1 
0 1 3|  — 590 
mem 1 2 0| 1 
1-4 1 
2.1 -3 


Ner - (r - 





1 1 i 
2 0 -3 17 
hem 21 mE 
1 2 4! 
1 هس‎ i 
Iu 2 1 0 39 3 
۰ 21 21 7 


en) o3 - YA‏ ) , ره ره ) فاعدنین نی فراغ شماعي 
جزلي ۷ من فراغ جموعة التطيقات من © ألى ۸ . لسکن ۷ج ۷: 0 
لتطیی اخطي العرف بعمنة الاستقاق ( الوثر التفاضلي ) » Acces‏ 
الصفوفتن الرافقتن د ظ بالنسة للقاعدتن الفروضتن . 
اطل : لدشا: 
D (e^!) 2 —e-'‏ 
D (e?*) za2e?‏ 


فالمصفوفة المرافقة ل 1 بالنسة للقاعدة الاولى هي : 
0 1— 
2 0 


D(e)—e€ 


å lai ولدينا‎ 


“© خ ل نجع ح D (te!)‏ 


كه 


فالمصفوفة المرافقة ل D‏ بالنسة لاقاعدة الثانة هى : 


0 1 
1 1 
(Tat; t? ) o 5 TAA‏ وأعدج 4 فراع کرات ادود 
الحققة ذات الدرجهة الثانة على الاحكثر رم . برهن أن الاشعة 
۶ + 51,1 , 12-- من و۳ تشکل فاعده , آوحد مصفو فه الانتقال من 
القاعدة الاولى الى القاعدة الثانة وبالمحكس . أو جد خال الشعاع 
القاعدة الاولى الى iU‏ ; 
الحل : نيرهن أن الامْعة ع + 1 ,عو , 2 ع مستقلة oa he‏ 
شرط الاستقلال اخطي 
EEO TESS => a=ß=y=0‏ 
مت E m 8 ie R‏ 
نحد من العلاقات السابقة أن : 
و و a + (a‏ 


وما أن ob Che AMI SA (1,t, t?)‏ العلاقة السادقة تؤدي الى أن : 


0 عدن , 0= ۷ + 56 ۰ »0 ثب 0ح هين 


و مه 3l m‏ ا و 4 أي B‏ الاسعةع +1,غ2,5) ع 
i y Lh d oca‏ عددها ساوی عدد أبعاد الفر اغ JERS op P:‏ 


فاعده 45 | 


س“ ۰:۳۵ - 


oUm MÓN فعا‎ 


إذا رمزنا ب ,ه ,وت ,ون لاشعة القاعدة ااثانة على التوالي أي : 


۲۲: -- 1 + + 
(1) ug — 5t 
u—t—t? 


لوحدنا أن مصفوفة الانتقال من القاعدة E (1, t, t2)‏ القاع دة 
y” (Uis Uss Uz X‏ المصفوفة : 


1 1 0 
۸- |] ۰ 5 | 
0 1 -i 


إن التطبيق 'الخطي P,‏ ح ۾ : 7 الرافق لمصفوفة ۸ بالنسة للقاعدة 
bus (1,t, t)‏ بالعلاقات : 


T(1)—1-t 
T (t—5t 
T (t?)—t-t? 


إذا كتبنا مر كبات الشعاع ()6 بالنسبة للقاعدة )€ (1,t,‏ وفق 
4 
العمود ] 2- | os‏ مر كمات خال هدا الشعاع وفق 1 هو العمود 


3 
gi‏ من الحداء المصفوفي : 


FE BIDS 


بت ۳۹ - 


أي آن 9 
T (f(t)) —2—10t—5t?‏ 
( یکن الصول على هف ذه النتبحة بتطبيق 27 مباشرة واستخدام 
المعادلات المعرفة TJ.‏ ) . 
إن مصفوفة الانتقالمن القاعدةالثانية إلى القاعدة الأولى هي المصفوفة 


المعاكسة للمصفوفة ۸۵ ويمكن أن نحصل علا بطريقة مباشرة هي أرف 


نكتب أشْعة القاعدة ( 2 , ,1 ) بدلالة أشعة القاعدة ( وتا ,وك ,يك ) 


فنحد من العادلات (۱) : 


1—u,— —u, 
t= -us 
وه سد حدق‎ us 
: هي المصفوفة‎ ATI op Us, 
رب ۱ ب‎ ۱ 
4 1-١ o u 0 
0 X -1 








a= |o‏ الواردة 
$5 
e.‏ 0 
أحسب م 
psteyyt‏ 


لمعنات . 
ق وذلك باستخدام المع 
في التمرن السابق و 


لأن : 
الصفر 
بن المصفرفة ۸ مغاراً 
الل : 


1 
1 
A = ۱ 
0 5 0] < 
——5 
0 1 -l 


+ از 

دا رمزنا ب ارح Oud‏ 5 
del j R5 d: :‏ أن . 
و د دي رم 


à, =0 A’, = As = 
e dde | | 
: ارج وبالتالي‎ - | | | | 
ها ل ارق‎ C)! AU : فان‎ 5 
j ۰ ل‎ AT! r 
[B] o u$ d 
: وود‎ 


a 

= 0 
Ari — 

ale € 

0 

B د‎ 

= -1 


"M l Am Uu) a R^ d اقا زر‎ e À£ Ul ( €, Ca : C. ) ot 3 YY ۱ 


Axa 11 - و1 و1)‎ 0 ( 3 u, =(—-1,1,1)4 u= (0,1,2) 


Ji! ov, =) -1,1,1( د‎ vy (0,0,1) 3 (2, 1,1) 
i» qii القاعدة‎ 

S & < x ۰ ۰ 
e (u,,u0,,U, ) A ) ۷۱ , ر ۷9 و و۷‎ p Xf رفن آن‎ (+) 


.- 


LR? à saris 


si مر القاعدة ( وا و وتا , ,1 ) الى‎ Ju: YI مصقوفة‎ da (v) 


( V, , V2, v3) 


Va LU 623 


فإننا نحد أرف مصفوفة الانتقال من القاعدة القانونة الى القاعدة 


1 14 لس 
i. ams 0 0 1‏ 
کر ub Xx OG‏ . 


- tY4 — 


وبطريقة AQUA‏ نجد آن مصفوفة الانتقال من القاعدة i i gu‏ 


إلى القاعدة ( وكا و ونا , رنا ) هي المصفوفة : 


1 1 0 
B = -1 1 1 
0 1 2 


أن مصفو فهة الانتقال من s Ac UJl‏ ( ولا و ولا و81 ) الى القاعدة القانونية. 
هي المصفوفة المعا كسة B7!‏ . — 2-1 . إن معين هذه المصفوفة : 


0م 1 1 
3 - | 1 1 1 | - ۸۵ 
2 1 0 


إن مصفوفة الانتقال من القاعدة ) ell i (u,,u,,u,‏ .$4 


sites 


۰ هي مصفو فه الداء‎ ( V4.5 Vg. Vg) 


cg X r 1 -2 1 0 1 0 
z 1 1 
AB =} 0 0 1 dup halaa 
3 33 
2 4- ill] -r ei 3 1-1 14 


وهذه المصفوفة ترافق التطبيق الخطي T: R R‏ العرف بالعلاقات 
.(u,,u5,,u,) saeüll à T(u)- v, ,i-1,2,3‏ 
۷۳ لکن ۲ مؤثئراً خطا على 23 معرفاً بالعلاقة : 
T (x, , x4, X3) = (3 X, + X3, —2 X, + X, —X, + 2x, + 4x)‏ 
حبث ( با وود , ی« ) مر کنات سعاع کفي بالاسة لقاعدة القانونة 
6 ]هو =R?‏ 
(۱) ! کتب الصفوفة الرافقة ل ١‏ بالنسة لقاعدة ( وه ری ريه ). 
(۲) ۱ کتب الصفوفة اارافقة ٩‏ ۲ بالنسة لقاهدة ( ون روت رين ) 
gl,‏ آسعتا معطاة بالنسة للقاعدة القانونة من الشکل : 
u, —(1,0,1) , u,—(—1,2,1) , u4—(2,1,1)‏ 
(r)‏ برهن آن 175 تطبيق منتظم . ثم أوجد التطسق المعااكس ۲-1 . 


ال : (۱) لن الصفوفة الرافقة ٩‏ ۲ بالنسة للقاعدة القانونة هي : 


1 0 3 
1 1 م sc‏ 
4 2 1— 
re Jè ol (v)‏ القاعدة ( ون ريون , ين ) وفق ٣آ‏ هو : 


تس ات 


T (u,) = 4e, — 2 eq + 3 € 
T (u2) = — 2 €, + 4 وه‎ + 9 
T (u) =7 e; — 36e, +46; 
: بالنسة لقاعدتن‎ TJ أن الصف, نه اارافقة‎ am o ne 


: هي‎ A على‎ (eis ĉr êz) د‎ ( U; > Ug , Uz) 


4 —2 7 
]ده‎ 4 -3 | 
3 9 4 
u, = €; + es 
u, — - 6 1 2 و6‎ + €3 


و + و + ,2€ = us‏ 


أي آث مصفوفة الانتقال من القاعدة (يء ,يع .يع ) الى saeti‏ 


4 p دقل‎ 
os] =g 
1 1 1 


إن المصفوفة المعا كسة 0-1 تثل مصفوفة الانتقال من القاعدة 


) و و 2 و ولا ( Y‏ القاعدة ) € .€55 615 ( وکا هن د das UUE‏ 


( وتا , ونا , ,1 ) هي : 


القاعدة ( رم ,ره , رم ) بدلالة أسّعة القاعدة ( ينا , ينا, رن ) ومنه لحد : 


3 
T(u)—»(D.C u و‎ 


j=1 


i=1,2,3 


— tY — 


أي أن المصفوفة المرافقة ل 7 بالنسة للقاعدة 
iall‏ :80-7 وبالتالي يكفي أن نسب :-نى . 


حساب إن معن الصفوفة So C‏ 


( وتا و ولا ر با ) هي 


4 1 2 
۸۵ - | 6 g j| 
1 1 1 


AS ——31 و‎ As =— 2 


۱ ر ا | 1 
}> [ أنه ]0-1 فإن ۵ '(1-) ai= g‏ وهه 

نحد أن 

m‏ ي ا 

4 4 4 

1 

c= + Y T 

2 2۰ nue 

4 4 4 


Per‏ ن المصفوفة الرافقة د ۲ بالاسة لقاع دج 


هي المصفوفة : 


( u, , U , Ua ) 


- 1۳ هب 


5 3 _ 1 7 2 4 
4 4 4 
1 1 1 
۰ ا د -4 2- |= BO‏ 
4 4 4 , 
2 2 2 
4 4 4 4 9 3 


i 
1 
| 


ol 2UY (v)‏ 7 تطبيق منتظم يكفي أن نثبت أن المصفوفةة: 
المرافقة T J‏ بالنسة s Ac Uil)‏ ولتكن القاعدة (و© ,65 ,61( » منتظمة. 
وب هذا باثبات أن معين المصفوفة ۸۵ مخالف الصفر . إن : 


3 0 1 
det A= | —2 * ع | موا‎ 9 
—1 2 4 


وبالتای فالشرط متق . 
لتعبين التطبيق 7-1 بحكفي أن نعرف المصفوفة 4-1 » المصفوفة 
المرافقة ل 7-1 بالنسية للقاعدة ( وه ,يه ری ) . من أجل ذلك نحسب. 
العينات e‏ ۸ : 
Ay——3‏ , 8 -- ای , A'l=4‏ 
A ==2., A= y Ar =G‏ 


A?=—1, å: = , Ay —3 


وديحكرن : 


m 1 
T- (xx, x) - (A-6323 — X) وت‎ (o 3289) 


Š (3x, — 6x, +3xs)) 


۳ لکن ۷ فراغا سعاعيا على الحقل >1 عدد أيعاده م 
لتكن ( ,م ) قاعدة فى V‏ . إذا کان is pian A = | ai‏ منتظمة فى 


- 


: is I مه‎ ol دبرهن‎ K 


تشکل فاعدة في ۷ . 
الحل : با أن iat! de sae‏ ( ونا ,.. ويك ) يساوي عدد أيعاد 
الفراغ الشعاعي ٠7‏ فيكفي أن نيرهن أنها م تقة خطا . إن شرط 
الاستقلال الخطي هو : 


Y Ài u: = Àr u, ۰.۰ + وت .۰ >= 0 ولا م۸‎ 0 


. 15 عناصر من الحقل‎ dises Aa +P 
: اطرف الایسر بالشکل‎ 


- 6 64 سا 





| L Ài u = i Ài ad vj ح‎ 0 


نستدت من A sda‏ ومن کن Vs "P‏ و نا مسمقله 


(1) Z له ن‎ ٩ n Jein 
وبالتالي يوجد مصفوفة معاصكسة‎ hhi A=[ ai] إن المصفوفة‎ 
— ) 2 a 7 Si“ + آي‎ ۵۵-۱ - 1 o" ۸۰۲-۲] Bi] 
من أجل  - ذ وتساوي صفراً فها عدا ذلك ) . ومن العلاقات‎ ۵۶ - 1 

: محد‎ )١( 
ل ات‎ > LA E اه‎ ۵۶ 20 
T bj 
. وهو المطلوب‎ A 90, k-i1,.., n cl 
sae € K لعن ۷ و ۷ براغن سعاعن عی القل‎ - ryg 
Lhe M T:V-—W o5 إذا‎ . —5»l على‎ msn أبعادهها‎ 
فى ۷۷ حصسث‎ ) 7 ( šly V d (v) رتبته تساوي م فوحد قاعدة‎ 
: الرافقة ( ۲ بالنسة هاتن القاعدتن من الشکل‎ A تکون الصفوفة‎ 
A = (a) : a= a=.. وه‎ = 
. وبقة عناصر م تاوي الصفر‎ 
وبالعکس إذا كانت المصفوفة هم من الشكل المد كور فان رتة‎ 
. الخطي 1 تساوي م‎ LJ 


Ji‏ ۰ إن عدد 5 HN" (€ Ker T‏ التطسق الخطي 1 ساوي 


- 4145 - 


n-p‏ وداك latz‏ للنظرية |[ 5-151 ] . انفوضر آن رب .ریب 
تشک E . Ker T ó pacis‏ هده الاسعة العلاقات : 
T(v,)—9 , a-—p-dc1,....n‏ )1( 


è - - s æ o: 
loc V1 ow dg V, دا‎ ۳3 P Ax, Ll للاسعة‎ dA ol of 


t 
s چ‎ 5 pt i ۱ ۴ 3 


چم 


ins i af إن‎ 


(2) W: eT T , و(‎ P 


e ؟‎ 9 è ii mrs . . Y , y "o pee Cg" a 9 
؟ ) وعددها‎ n j Lla مسق‎ ey Ais, T(V) فاعدة فى‎ Qe 


٠ 


Tu ت‎ 
Tu A De Elia wi p عون ان اص‎ : T(V} slas 
W à فاعده‎ Bs oss Ma تشکل مل الا فة‎ Ll ۷ ۵ ی‎ $e 


p. 
1 
] 


3l‏ رمز نا لہ | is iad! A =| a.i‏ لمر أفقة J‏ 1 —- اقا عد تن النشاتن 


1 


في ۷ د ۷۷ فنحد من العلاقتين (1) و (2) أن 


a, — as? Ep cimo Ed 
. تساوی الصفر‎ A وبقه عناصر‎ 
sns ااصفوفة ۸ تحقق الشروط السابقة فان‎ cob Gp: لمکس‎ 
. وبالتای رتة ۲ تساوي م وهو المطلوب‎ 1)۷( slal 
Lo اکن | ار |= ۸ مصفوفة على المقل × من‎ - ۵ 
K* الامْعة ير من‎ E ob p da A 43) Bos daos moe 


i f ۱ ۴ ۲ ۳ ۱ 4 T. ۱ . 1 P ğu 8 
n — P ده‎ Dak 8 ue تشکل فراع ا‎ AX د‎ Û ج‎ 


ب ¥۷ - 


( ۸۶ جداء مصفوفي Qux cm‏ سُعاع همود مؤلف من مر کبات 
الشعاع × بالنسبة لقاعدة قانونة في *85 ) . 

الحل : إذا رمزنا ب ”× ج 15 :7 للتطسيق الخطي الرافی لامصفوفة 
A‏ بالنسة لقاعدتن القانونتین » فإن رتبة 1 تساوي م ( رتبةه ) . 
إن جموعة الاسّْعة ير من <۸ حست 0 ده حقق T(x)-0 dX‏ فبي 
تشكل نواة التطبيق الخطي 1 . إذن تشكل هذه الاسعة فراغا سُعاعناً 
جزئا من Kt‏ عدد آبمادهبساوي م - » استناداً فظرية [ovr‏ 

۹ - لتکن [ارن ]- ۸ مصفوفة من السعة سكام ٠.‏ ات 
عدد أشعة آعدة الصفوفة الستقاة Las-‏ ساوي عدد أسْعة آسطر الصفوفة 
المستقة خطاً ( الرتبة العمودية للمصفوفة تساوي رتبها السطرية ) . 

ال : لکن 8S‏ الفراغ الشعاعي المزلي من “× الولد باسمة sl‏ 
U SEI, ۸,۰۰, A, Dghall‏ الفراغ الشعاعي ازنی من 1 الولد 
AP Dghall fawl insl‏ ,. . ده . إذا كانت م الرتة العمودية ل ۸۵ 
VUL p aui‏ مستقلا خطاً م/ه ,.. , عه تولد الفراغ الشعاءي الْزني 
5 وأن كل سعاع رد من ۸ يكتب كت ركيب غطي في هذه Dem‏ 


P + 
A= J BFA, , j=1,...,n 
k=] 


حمث N-[f*]‏ مصفوفة من السعة pxn‏ . 


إذا رمزنا ad Arm [qu] o‏ المؤلفة من الأحمدة ,۸۵ ر.., و۸ 


فتحد أرل : 


-itA- 


k i‏ ت 
Qj Èp Yk‏ 
وتكتب هذه العلاقة ردلالة الأسطر بالعلاقة الشعاعة : 


0 و... و1 س1 1 N*‏ لبه 8 - Ai‏ 


TT 
. N =] أسطر المنفوفة [ “ر8‎ iah ۳ حدث‎ 
أستنتج من العلاقة الاغيرة أن أشعة أسطر المصفوفة ۸ عتاصر من‎ 
الفراغ الشعاعي از التولد بالاعة ,.., 3 . فاذا کانت و‎ 
الرتبة السطرية للمصفرفة ىم فان م > و . وبطريقة مشابهة نمه أن‎ 
. ۾ > م والتالي نحد أن ع -م وهو المطلوب‎ 
القل 3 ع ده‎ g لکن ۷ د ۷ فراغين سعاعين‎ - ۷ 
المرافف ة للتطبيق‎ à» Jill A إذا كانت‎ . a AJ م د م على‎ laslas] 
iJ) Q6 Wo» ۷ بالنسبة لقاعدتين مفروضتين في‎ T: V> W اخطي‎ 
(خسال‎ » T(V) slas! أي عدد‎ T LR الصفو فة. ۸ تساوي رتة‎ 
) 1 وفق‎ ۷ 
lal + W فاعدة في للا و ( رس ) فاعدة ی‎ (ui) o3 . الحل‎ 
: كانت المصفوفة [ یی ] - ۵ فان ۲ من الشکل‎ 
T(u)= È aiw , i-1,..m 
j-1 
; خ1 > و ,.. ,ی( ولاشکل الجموع‎ iiS pole ie Ul 
È UTOJ- E Naw 


۲٩ - - 1٩ 


ما آن الاسعة رت ,.. ,رس مستقة EXaw;-9 go Lae‏ 
V, - ۰‏ 
يدي الى كون : 


yAÀa)-0 9 j=1,...,n 


وتكتب هدم العلاقات بد لالة أ zati‏ المصفوفة A‏ العادلة islas)‏ : 


m 


E A: Aı = 0 

e‏ سبق أن العلاقة 0= (س) :2۸ 7كافىء العلاقة 
0 = :4 ,۸ = وبالتالي فان الشرط اللازم والسکانی لسکون عدد من الاسعة 
( )1 , . . , ( 5,7 )1 مستقل خطا » أن تکون اسعة آعدة الصفوفة 
giy A‏ لها الأدلة ذاتها مستقة خطاً » آي آن رتبة الصفوفة ۸ تساوي 
رتة التطبق اخطي الرانق 1 . 

SX - ۷۸‏ ۸ مصفوفة من السعة Jab! Je mx‏ 7 . إذا 
کانت م رتة الصفوفة ۸ فتکون اکبر مصفوفة de‏ جزئة منتظمة 
من pXp ñ ol A‏ . ۱ 

الخل : بوجد » استناداً لتمرین tV‏ م عاع سطر ( أو جمود ) 
من ۸ مستقلة خطاً . تشکل هذه الاعة مصفوفة حزئة » ۸ » من 
A‏ من السعة م . با آن الصفرفة ازئة ۸ نحري على م سعاع 
سطر مستقة خطاً gò‏ تحري » استناداً لتمرن gygy‏ م شعاع سمود 
مستقة خطاً . تشکل أشعة الاعمدة هذه Q^ € A" € loe X uiae‏ 
۸ من السعة ج دم . ]5 )15 المصفوفة ”لم تس-اوي م فبي مصفوفة 
منتظمة وهو المطلوب . 


ه146 . 


مار بن غير 2M‏ 
۹ - لتكن المصفوفات : 
2 1 1 3 2 1 5 
C=] 2 o0 , B= , A=‏ 
1 . 1 1- . 0 :| 
أحدب المصفوفات التالة ۱ 


|, AC , BC , A(B«C) , 2C—3B' 


d ۳۸۰‏ لمكن المصفوفة . 


1 1 2 
۸] ۰ 1 1 
2 1 1 
3A -2A' , 43- 242+ 4-1 , 4-1 إحسب‎ 
: المعطى بالعلاقة‎ 7 : 23 R? Pd jki لکن‎ VAS 
T(x,y,z)-(xcytz,Xx—y-2z,3x—2y-z) 
من 23 بالنسبة‎ AS سعاع‎ SLS ya JE (x,y,z) 2 


للقاعدة القانونة . 
آوجد الصفوفة الرافقة ل ۲ بالنسة للقاعدة القانونة في ۸2 . عبن 


رشة هده المصفوفة ۰ 


= 6۱ ؟ ~ 


۴ - برهن al‏ من أجل كل مصفوفة مربعة منتظمة ۸ تتحلق 
#لعلاقة (A7!) - (A)!‏ ۲ 

YAY‏ د رودن أن هکوس مصفو فة قطر بة هي مصفوفة قطر بة 
- أوجد المصفوفة المعا كسة للمصفوفة : 


۵ - لکن R?‏ 13 :1 و دج :۲ التطبقین اخطین 
T (x, ¥, 2( -(xty—z,5X-42y—32z)‏ 
F(x,y,z) - (—x*iyez,3y*35z,x—3yt2)‏ 

—M‏ (2 ولا ,< ) تمل مر كبات سُعاع كيفي من 23 بالنسة للقاعدة 
القانونية . والمظلوب : 
(۱) آوحد المضفوفات المرافقة للتطبقات ۲ و ۲ , ۲07۲ , ۲2 . 


(۲) آوجد نواة ورتبة کل من التطسقات ۲ و ۲ , 2و , 
۹ - لتکن الصفوفتان 
2 1 0 ”^ 3 0 1 
1 0 :|^ | 4 2|- 
0 2 1 0 3 1 
أوحد المدفوفات التالة : 2B-3A! 35 BC! 3 A7! 2 A- 2B‏ . 
۷ - لکن ۲ المؤثر الخطي ( التطبيق الخطي ) المعرف على 


.ioY- 


2 بالعلاقة : 
T (x,, Xs) = (—33 , x,)‏ 
حبث (و×, ,× ) تنل مر كبات AS plan‏ من 22 بالنسبة للقاعده 
القانونية . والمطاوب . | 
)١١‏ إيحاد المصفوفة المرافقة ل7 بالنسبة للقاعدة القانونة . 
(۳) امحاد الصفوفة الرافقة ل 7 بالنسة للقاعدة ( وتا , رن ) حمث أن : 
u,-(1,—1)‏ , (1,2) > إن ظ 
(۳) برهن ol‏ مها كان العدد T-aI yb ;54 ob a € R‏ 
.155 خطا معا کساً . 
۲۸۸ - لکن ۲ الوثر اخطي على 23 المعطى بالعلاقة : 
T (xı, x, ¥) = (x1 + 3 x; , 2 x 4X, X, , X4 3X)‏ 
حنت JE (Xi, Xa, Xg)‏ مر کنات سعاع کفي من 23 بالنسة. 
للقاعدة القانونة . والطلوب : 
(۱) امحاد الصفوفة الرافقة ۱ ۲ بالنسة للقاعدة القانونة . 
(۲) ایحاد الصفوفة الرافقة ل ١‏ بالنسبة إلقاعدة ( ون , ونا , ت ) حبث : 


uj- (2,1, —1)‏ , )2,1 رل وتا و )1,0,1(= u‏ 


TS LN التطبیی‎ alel é Maze uar uis T ol إثبات‎ )۴( 


YAA‏ لکن ۲ التطسى d‏ » 3 ج 23 : i Al T‏ لامصفوفة. 


.f$oY- 


a- | i ۱ i | c- V yu بالنسة للقاعدة‎ A 
-1 3 4 
أوجد قاعدة في نواة التطبيق الخطي 1 . تم هذه القاعدة لتصبح‎ 
. 23 فاعدة في‎ 
حقل‎ « C Ji! لتکن الصفوفات التاللة العرفة على‎ - ۵ » 
i$ y الأعداد‎ 


142i —1 2 i 1+i i2+i 1 
A= , B= 1 -2 i , C= 
i 1 2-i 1 2-1 1+1 


i 1 i 


AB, AC, CB, (1+i)B , B—iB 
2 -2 -4 
أوحدالمصفوفة‎ » - [a ۱ 1 لتكن | لصفو فة‎ 5 ۳۹ 
| : المعاكسة 4-1 . برهن أن‎ 
A1- 4 , )4-1(2- احم‎ 


AY‏ - لدينا التطبيقات التالية التي تقابل كل مصفوفة من السعة 
2 معرفة على حقل 7# بعنصر من هذا اطقل وفق مابلي : 


a" a, 1 يم 1 2 يم‎ 2 
f, —- Q1 Q, — A: Q: (1) 
Pa Q 


00 1 Q1! 
f, | : | - 0 (Y) 
| ai? a, . 


a" Os 1 | 2 
fs| = Q, t2 (Y) 
2 2 | 
Qi Qa 


a a 1 ہہ‎ 2 
f, =Q Q (4) 
4 2 
001 02 


هل هده oik‏ متعددة ilti‏ : 
۴ - لتکن ۸ مصفوفة لور uae‏ في (17,)08 المعرف مما بلي : 


A(x,y.z)-(8x—2z.5y-*72,X-*y-2) 
, det À اخست‎ 


- YA£ 


cos (a — b) cos (b —c) cos (c —a) 
cos (a+b) cos (b +c) cos (c+ a) 
sin (a+b) sin (b+c) sin (c +a) 
0 
sin a sin b sin c | 
sin 3a sin3b sin 3c 
sin 5a sin 5b هلو‎ 


+۹ 


sin q sin? gq cos qu ين 052 ين سنو‎ cos q 
sin? 8 sin? B cos B sin B cos? 8 cos? 8 
sin? y sin? y cos y sin y cos? y cos? y 
sin? sin? ومن ق‎ Š3 sin Š cos? § 083 8 


- foo- 


* ۲۹۷ - برهن آن : 


6 ۸ لم‎ ۰.۰ ۸ ۱ 
۸ Qa Á ess À 

s -a Nm E 
۸ À EE 


8 )۸( = (a1 — À) (aa — À) <- (Qa — À) : =e 
: برهن آن‎ - ۲۹۸ + 





|2 3 4...1 ا‎ 
- (— 1) 2 REEN pe-a 





حل حل العادلات : 
2x—z=1 - ۹۹‏ 
2x+4y —z=1‏ 
2= 2 3 +3384 + عا 
| ۳۰ .- 2-3 + 42 +2 5 
1= ) + 2 2 ۲+ ۷ -- و 
1« 2 2 + 7 + عد 4 
0 -- + +2 +7 +»# 


261 + بر‎ + Xz+... +X, ~n -V.Y 


- 401- 


لا يدم +.. ۰ + و 3 + و8 2 + .5 


n(n +1), _ 2۵+ 1( ) + 2( 


3 X, t6Xg t... + ——— 
5 ۲ 3 2 8 T73 3 9 


1 2 2 s+ 1.2... (n — 1) 


.n(n*1...Qn-—1) 


1.2...n 
X, XQ... رو‎ X, d meer 
X. FREER 


X, + X: qTeesTXQ a XQ, =3 


2 ۶ ر ‏ و ۳ ...۲ و2 + و X,‏ 


6 ۳۰ - اذا كان : 


0 1 1 
E 1 5‏ 
1 2 0 
فاوجد 2 ( مصفوفة التمات اطبربة ) و ۸-۰ . 


0 - للفرض آن الصفوفة ۵ قطرية و ظ متشة : 


-at 0...0 ^ Be py. p 
او‎ 0 Boo Bi? 
... 


1 
0 


A = i 


0 0 e. o Qa ۲ E 9 9 


2 


متلشه , 
B‏ 
أن 
و 
قطرية 
أن - 
هن 
بر 
۱ : 
) 


e نے لشکل‎ | 
۱ ۰ 
o^ 
B 
3 
A 
او«‎ Q ۲ 
A 
دا‎ ۰ ( 
) 


8 
5 (a 
m" 
| ها‎ 1 
۰ ۱ ۱ | 
۰ | 
و‎ 7 | 
0 و‎ 
1 
gor 
۱ x 
* ليا‎ € T 
Ya? 


0 
0 
... (a 
n 
۳ 
0 
D 


ge 


{0۸ 


الشرر س 
افصل ابرول -- العملیات ابرية ( قوانین eil‏ ( : 
العمليات الداخلية (م) العملية التجميعية (yy)‏ العملية التبديلية 
(۱۳) العبلة التوزيعة (ه۱) العنصر الايد والعنصر النظير (۱۷) 
نظريات آساسة حول العملبات الداخلة (۱4) الونوشد (۲۲) العنصر 
(yy) electi‏ العملیات التعا کسة وانسحام علاقة تكافؤ مع جملية 
داخلية UL JI (Yo)‏ اخارحة a — (v4) ù yè! Jae (v3)‏ 


الرياضية »2 الهومومورفيزم والايزومورفيزم (۳۱) نظریات أساسية في 
الهومومورفيزم والايزومورفيزم (ه*) تارين محلولة (١؛)‏ ادن للصل(۱۲) . 


الفصل الثاني الاعداد الطبيعية والاعداد الصحمحة : 


مجوعة الاعداد الطبعة ومبادىء (xv) yl)‏ بنة عموعة الأعداد 
Lal‏ )44( جمع الأعداد الطبيعبة (.0) علاقة التراجح في 
(yy) N ieys‏ فضل عددين طبيعبين (vr)‏ ضرب الأعداد الطبيعية 
)۷4( التقسم ومضاعفات عدد (y)‏ علاقة التوافق (۷۷) خوراص 
(yq) pi y-‏ حير أصناف التوافق (ae)‏ موعة الاعداد 
الاعداد الصصحة (م) جم الاعداد الصحيحة إ(5م) ضرب الاعداد. 


2 جمرعة جزئة من 2 (.4) علاقة توتیب‎ 77 ded! (a4) الصححة‎ 
۰ )۱۲۵( Jol غارین‎ (yes) IAE yÈ (q1) 

الفضل الَالتٌ ‏ نظرية الزمر : 

تعریف الزمرة  )۱۳۱(‏ الزمرة التناظرية محموغة (۱۳۵) الخواص 
الابتدائة للزمر (م8١)‏ الزمرة التبديليه (۲ع۱) _الزمرة اه (۱4۳) 


الزمر: الدوارة  )۱۵۰(‏ الزمرة ازئة الناظمة (۱ه۱) الحومومورفيزم 
والایزومورفیزم (۱۵۳) (yoh) DAE gÈ‏ ارين غير محاوله (۱۸۰) : 

Jew‏ ال راسع الخحلقة والحقل 

تعريف اللقة ( ۱۹۱ ) طرائتق الساب علی اطلقة ( ۱۹۵ ) 
حلقة الأعداد العادية )143( جع الأعداد العادية ( ۲۰۰ ) ضرب 
الأعداد العادية ( ۲۰۲ ) طرح الأعداد العادية والأعداد العادية الموجبة 
والساامة ( ع ۲۶ ) علافة الترتب على ( ۲۰۵  )‏ تقسم الأعداد العادية 
( ۲۰۹ ) حلقة کثهرات الحدوده ذات التحول الواحد ( ۲۰۷  )‏ *& 
كثيرات الحدود وضرب کثبرات اخدود ( ۲۰۹ ) الحلقة (Yie) à‏ 
الحزء cy JAI‏ حلقة ( ۲۱۲ ) الحلقة النامةه ( ۲۱ ) القل ( ۲۱۱ ) 
طرائق الحساب على gil (vw) gl‏ الجزرئي ( 8١4‏ ) الجزء 
Jal‏ لحقل ( (vvv ) dae cul ) 7٠١‏ تارين غير محاولة (:4" ) . 


الفصمل الخامسى الفراغات الشعاعية : 
الأشعة ( ٣٠١‏ ) الفراغ الشعاعي (yor)‏ الفراغات الشعاعية 


-íYe- 


islas اخطي ( ۲۹۸ ) أبعاد الفراغات‎ Jd (vw) UG y 
قاعدة فراغ سُعاعي ( ۲۷۳ ) أثر تير القاعدة على مر كبات‎ ) ۲۹۹ ( 
. محلولة (م*؟)‎ pè gÈ ) ۲۷۹ ( Jae تارين‎ (vvo) شعاع‎ 


اافصل السارسى — التطيقات | طبة : 


تعریف تطسق خطي (۳۰۳) التمثیل التحلبلی لتطبیق خطي (-۳) 
الخاصة المميزة لتطبيق خطي (۳۰۸) خراص التطسقات d‏ )۳۰۹( 
نواة تطيق خطي (۳1e)‏ 5 کب التطبيقات (rr^) de‏ فراغ 
(Pyy) ihti c Lot‏ القاعدة الثنوية لفراغ سعاعي (۳۳۸) قاری 
(Yoo) JÀ€ »& gs (rya) Jde‏ . 


القصل السابع - المصفوفات والمعينات : 


تعریف مصفوفه (۳۹۱) العمليات على (Pro) Gyia‏ فراغ 
المصفوفات المربعة (۳۸۰) المعينات (AY)‏ التطبيق المتعدد | iht‏ 
(pay) ssel ihh) saati ghd (ran)‏ تعریف العن (۳۸۳) 
بعض اخراص is JI‏ للمععنات (t.4) Jle 528 — (£-Y)‏ غارن 
غير (toy) JAE‏ . 

جدول الخطأ والصراب (وه؛) . 

معحم المصطلحات )110( 


كات 


أبيمومور فيزم 
ألدومورفيرم 

او تومور فبزء 
ارو مور فیزم 
استقلال خطي 
ارتباط خطي . 


البلية 

Vd — 

- ^ Uo 
الرياضمية‎ 
) بيانو ( مبادیء‎ 


التفسيم ااقليدي 
توافق ( علافة ) 
اصناف 
doas‏ 

تعو ض 


تحوبل خطي 


ey 
rY 
PY 
vY 
"5+4 
Yt 


۲ ۸ 6 


Y^ 


۳ 


YN 


VN 
VN 
۸۸ 
۱۳ ۵ 
۱ ۳ ۵ 


۱ ۳ ۵ 


Epimorphism 
Indomorphism 
Automorphism 
Isomorphism 

Linear independence 
Linear dependence 


Inversion 


Structure 

Algabraic structure 
Support of structure 
Mathematical structure 


Peano 


Division algorithm 
Congruence (relation) 
Residue classes 
Permutation 
Substitution 


Linear transformation 


- (Y ب‎ 


Epimorphisme 
Indomordhisme 
Automorphisme 
Isomorphisme 
Indépendance linéaire 
Dépendance linéaire 


Inversion 


Structure 

Structure algébrique 
Support de structure 
structure mathématique 
Péano 


Division euclidienne 
Congruence tt 
Classes résiduelles 
Permutation 
Substitution 


Transformation linéaire 


خطي vee‏ 
Uu,‏ تب ۳۹۱ 
منقول ل ۳۲ 
ل et Qi‏ 
مج (UAM‏ ۳۹ 
Lhi) saz —‏ .مم 
بم — متناوب ۷ ۸ ۲ 
حبر عل Pyy die‏ 
الجداء الشعاعي ١‏ 
- الداخلي (السدي) ب 
EY lls-‏ 
uë —‏ ء »۷۲ 
قبديلية ۱۹ 
جزئة tss‏ 


س الإعداد العادية ٠۹ ٩‏ 
— کثیرات|طدود ب. ۲ 


۱۹ bal, — 
۳ الحزء المثالي‎ 
«AA anme: e ghle > 
YN A - 
۲۹ jx o— 
vye - QUI 3H 
۳۹۹ - مر کز‎ 


Linear mapping 

hank of mapping 
Transpose of mapping 
Identity mapping 
Zero (Null) mapping 
Multilinear mapping 


Alteranting multilinear 


€ C » 
Algebra on a field 
Vector product 


Inner (Scalar) 


€ d » 
Ring 
Integral — 
Commutative — 
Sub 


— of rational numbers 


— of polynomials 
Identity 
Ideal 


— 


۱ Field ` و و‎ aye rege 


Commutative 
Sub 
Ideal 


Center of 


- 45# - 


Application مسب‎ 
Rang d' 


Transposée d' — 


identique 


nulle 


multilinéaire 


Alternée 


Algébre eur un corps 
Produit vectoriel 


scalaire 


Anneau 

— intégre 

— Commutatif 

Sous — 

-des nombres rationnels 
— des polynomes 

— unitaire 

Idéal 

Corps ^'* 

—  commutatif 

sous — 
Idéal 


Centre de 


— هومومورق 


آبلة 
Abas m‏ 
y bis -‏ 
ل حزئة 


لا متغبرة 
— دوارة 


ضربية 


مراكز ل 


فاي 


Bh 


rf 


دوم 


t 2 2 
Image 


— by linear mapping 


Homomorphic ل‎ 


Group 

Abelian — 
Commutetive — 
Symmetric — 
Sub — 

Invariant — 
Additive — 
Cyclic ea" 
Multiplicative — 


Center of — 


Image 


— par une application 


linéaire 


— bhomomorphique 


Groupe 
—  abélien 
— commutatif 
—  symetrique 


sous  — 


— invariant (distingue) 


—  additif 
سب‎  Cyclique 
— muliplicatif 


— centre de 


Vecteur 


— : propre 


Mineur 


— عادي 


۱ 
NN 
۱۷ 
۱۷ 


١ 


€ 2 , 
Operation 
Commutative — 
Associative — 
Distributive — 
Binary — 
سب‎ table 
External — 
Interna] — 
Inverse — 
Composite 
Element 
Commutable — 
Invertible -— 
Symmetric — 
Left سب‎ — 
Right — — 
(identity) Neutral 
Left -— — 
Right — — 
Idempotent — 
Nilpotent — — 
Regular — 
Number 
Integer 
Natural — 
Rational — 
Irrational — 


Ralation 


- 156 - 


Operation 

— Commutative 
— Associative 

— Distributive 
— binaire 

Table d' — 

— externe 

— interne 

inverse‏ چ 
Composé‏ 
Elément‏ 

— Permutable 
— symétrisables 
— symetrique 

— -—- à gauche 
— — à droite 
—- neutre 

— — à gauche 
سب‎ — à droite 
— idempotent 
— nilpotent 

— régulier 
Nombre 

— entier 

— naturel 

— rationnel 

irrationnel‏ سب 


Relation 


التو أفق vv‏ 
-منسحمة(مع جملية) "٠‏ 


٠٠١  يعامشلا الفراغ‎ 
vvv الثدوي‎ 
YN à» — 
۳۹۹  ىاعبأ‎ 
ve قاهدة س‎ 


+ ۲١ التطبيقاتالحطية‎ 


جزني متعامد ‏ مهم 


فاسم الصفر ۳۰ 
فانون تشکیل ( انظر علیة) 
قاعدة (اساس) 
فراغ شماعي vvv‏ 
س طبیمی( قافن ۲۷۶ 
سب vtt ka.‏ 
Rub)‏ كر أمر م . ؛ 
قيمة ذاتية ۳:۱ 
كايلي ( v.» (Xj‏ 


Congruence — 


Compatible (with) 


دف » 


Vector space 


Dual — 
Vector subspaee 
Dimension of 
Basis of — 


The space of linear 
mappings 
Orthogonal subspace 


The space of square 
matrices 


€ 4J ? 


Divisor -f zoro 
(Law of. composition) 


Basis 


— of a vector spaee - 


Canonical — 
Dua! — 
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Eigenvalue 
c d» 
Cayley 


S 


Cramer rule.. 


— de congruence 


— compatible (avec) 


Espace vectoriel 
Dual d — 
Sous — 
Dimension d' — 
Base d' 


— des applications 
linéaires 


S. E. V. orthogonal 


— des matrices carrées 


Divisceur de zéro 
Loi de composition 


Base 


— d'espace vectorial 


— canonique 
— duales 
Formules de Cramer. 


Valeur propre 


Cayley 


E ad d 
مو نو مو ر فيزم ا‎ 
۳۳۲۳ 6 ۷ مور‎ 
"Yo تفاضلي‎ Z 
ea تكاملي‎ - 
۳۹ حيادي‎ - 
YN ٠ اسر‎ - 
vy ad - 
۲۷ ساحة ( موئرات)‎ 

جموعة 
— مستقرة ١١‏ 
مخلقة ١١‏ 
مصفوفة ۳۹١ ٠‏ 
ذات تناظر مائل ه ۲ ) 
قطربة AT:‏ 
شاذة YAY‏ 
vw bb -‏ 
VAY Ld.‏ 
= هر بعة DM‏ 
- مثلشة ۳۹ 
ال احدة eM‏ 


۳۸۰۱ متناظرة‎ 
۳۹ "Eb; 1 as -af ۱ 


سطر 57 ۳ 
مود 8 Py‏ 
منقول  ryer‏ 
مقلوب ( معمكوس )- ٠١‏ 6 


è e 1 
Monoid 
Monomorphism 
Operator 
Differential - 
Integral — 
Neutral — 
Left - 
Right - 
Domain of - 
Set 
Stable - 
Closed - 
Matrix 


Skew symmetric - 


Diagonal - 


Singular - 


Zero # 
Regular -— 
Square — 
Trian gular = 
Identity 


Symme tric 


Trace of سس‎ 


Row of 5 


Column of 


Inverse 9 


- 9 


"Transpose 


Monotde 
Monomorphisme 
Opérateur 
—  différantiel 
— integral 
— neutre 
— gauche 
— droite 
Domaine de — 
Ensemble 
— stable 
— fermé 
Matrice 
—  antisymetrique 
— diagonale 
— singulière 
— nulle 
— Reguliére 
— carrée 
— triangulaire 
— unité 


— symetrique 


Trace d'une; — ~ 


Ligne — 
Colonne — 
Transposée — 


Inverse 


تطبيق خطي 


IPPP-‏ فيرم 


هو هو هور فيرم 


Af 
۳۸۰ 
۳۸ 
۳۸ ) 
۳۸ 
۳۸ ۸ 
{YY 
۳۹۹ 


۳ ۵ 


Py 


Rank of ^ - 
Permutation 

odd — 

even — 
Transposition 
Simple — 
Determinant 

Van dermonde - 


Cofactor 
Scalar 
» دن‎ 


Kernel 


— of linear mapping 


— of homomorphism 


« له » 


Homomorphism 
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Rang de — 
Permutation 

—  impaire 

— 6 
Transposition 

— de deux éléments 
Déterminant 

— de van der Monde 


Co—facteur 


Scalaire 


Noyau 


— d'une application 
linéaire 
—- d'un homormophisme 


Homomorphisme 


* 


هداا (کناب : 
«هوالثابي من ساساة ducem‏ 
الرياصيات المعاصر :موضعاهقام ٠‏ 
جَميع العاملينى ميا دين المام 
AA‏ العّالم . 


wu لل‎ 


ی ی 
ارم وله واحشل 
FE pA‏ 
dad. 7 DU, dll‏ 
دالمصفوفات. المغيتنات 
« يمي ,أسلوبه الذي Aa era‏ 
البتد نودي دراسّة الرتاصیات 
العاصره وید منه الطلعون 
عله اوا لرا عبون ق المربيمنالاطلاع . 
dad eMe ee a e‏ 
الواح والمسائلالصّدِيدَة » محلولة 
وعبرمملولة مع الاجوبّة . 
«يسبرحاولة جاده لدعم الايجاه 
العاصرق نطوم‌منا ج الرباصیّات ۰ 
ذلك الاستجاه الزي احتل مكانا هاما 
فى امات لالجنبيّة 
AZ‏ 


Ms astgtga 


Ie 
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